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VORREDE. 



x/ieses Lehrbuch verdankt seine Entstehung den Uni- 
versitäts- Vorträgen, welche ich in Königsberg, Halle und 
Heidelberg über die analytische Geometrie des Raumes ge- 
halten habe, um meine Zuhörer in die analytisch -geome- 
trischen Theorien einzuführen, und sie zu selbstständigen Un- 
tersuchungen in diesem Gebiete zu veranlassen.* 

Es setzt die Bekanntschaft des Lesers mit der Diffe- 
rential-Rechnung voraus. Zwar findet man am Ende der 
21., 22. und 23. Vorlesung einige Integral - Formeln von 
Lame und von Jacobi, jedoch lassen sich diese Stellen 
ohne Beeinträchtigung des Zusammenhanges auch über- 
gehen. Um aus der Geometrie der Kegelschnitte nichts 
mehr als die Elemente vorauszusetzen , ist in der 21. Vor- 
lesung das analytische Problem der Hauptaxen der Xegel- 
sehnitte im Zusammenhange mit den confocalen Kegel- 
schnitten und den elliptischen Coordinaten nachgetragen 
worden. 

Die Symmetrie neben der Dualität der Behandlungs- 
weise, welche sich mit ihren Consequenzen durch das ganze 
Buch hindurchzieht, wird zur leichteren Auffassung erheb- 
lich beitragen, und dasselbe vorzugsweise als ein Lehrbuch 
der genannten Disciplin empfehlen. 
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Erste Vorlesung. 
Einleitung. 



Die Aufgabe der analytischen Geometrie ist eine vierfache/ 
Sie lehrt erstens gegebene Figuren durch Gleichungen ersetzen, 
zweitens transforniirt' sie diese Gleichungen in Formen, die sich 
für die geometrische Deutung eignen, drittens vermittelt sie den 
Uebergang von den transformirten oder gegebenen Gleichungen 
zu den ihnen entsprechenden Figuren. Da die transformirten 
Gleichungen aber aus den durch die Figur gegebenen Gleichun- 
gen folgen, so ist auch das . geometrische Bild der transformirten 
Gleichungen, das ist eine zweite Figur, eine Folge der gegebe- 
nen. Diese Folgerung einer zweiten Figur au^ einer gegebenen 
nennt man einen geometrischen Satz. Sie lehrt also viertens mit 
Hülfe des Calculs auch geometrische Sätze folgern. 

Als Hulfsmittel zu den genannten Zwecken dient das Coor- 
dinaten-Sy Stern von Cartesius. Im engeren Sinne versteht 
man darunter drei auf einander senkrecht stehende feste Ebenen, 
Coordinaten-Ebenen. Die Schnittlinien je zweier von ihnen 
heissen Coordinaten.-Axen. Der den drei Coordinaten-Axen 
gemeinschaftliche Punkt wird der Anfangs -Punkt des Syste- 
me« genannt. 

Ue drei von einem gegebenen Punkte auf die Coordinaten- 
Ebenen gefällten Lothe, Coordinaten des Punktes, sind durch 
die Läge des Punktes bestimmt. Umgekehrt wird die Lage des. 
Punktes durch diese Lothe unzweideutig bestimmt sein, wenn 
nicht 'allein die Grösse, sondern auch die Richtung dieser, den 
Coordinatenaxen parallelen Lothe gegeben ist. 

Hesse, Analyt. Geoinelr. 2 
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Um die Richtung der genannten Lothe zu definiren, denke 
man sich, dass jede der drei Coordinatenaxen aus zwei vom 
Coordinatenanfangspunkte nach entgegengesetzten Richtungen aus- 
gehenden Strahlen zusammengesetzt sei. Die eine , gleichviel 
welche, wird als die positive, die andere als die negative Rich- 
tung der Coordinatenaxe angenommen. So oft nun eines der drei 
Lothe der Richtung der ihm parallelen Cordinatenaxe entgegen- 
gesetzt ist, erhält es das positive Vorzeichen, im anderen Falle 
das negative. . Nach diesen Festseizungen hat jeder Punkt des 
Raumes seine bestimmten Coordinaten, und jede drei reellen 
Grössen können als die Coordinaten eines bestimmten Punktes 
angesehen werden. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes im Räume be- 
zeichnet man mit den Buchstaben x^ y, z. Die ihnen paral- 
lelen Coordinatenaxen werden respective die .rAxe, die y Axe, 
die z Axe genannt. Die* Coordinätenebe|[!en endlich werden durch 
zwei der genannten Buchstaben bezeichnet nach den Coordinaten- 
axen, welche in ihnen liegen. 

Man kann aber die Coordinaten eines gegebenen Punktes 
noch auf eine zweite Art bestimmen, die in manchen Fällen den 
Vorzug verdient vor der angegebenen Bestimmungsweise. Fällt 
man nämlich drei Perpendikel von dem gegebenen Punkte auf 
die drei Coordinatenaxen, so sind die Abschnitte auf den Coor- 
dinatenaxen vom Anfangspunkte des Systems gerechnet den Coor- 
dinaten des Punktes gleich, wenn man festsetzt, dass diese Ab- 
schnitte positiv zu nehmen sind auf der positiven Seite der Axen, 
dagegen negativ auf der negativen Seite. Es steht daher auch 
frei diese Abschnitte als die Coordinaten des Punktes zu betrachten. 

Sind demnach a, b, c die Coordinaten eines gegebenen Punk- 
tes im Räume, so sind die drei Gleichungen: 

,r==a, y z=zh, z = c 

der analytische Ausdruck des Punktes, und umgekehrt ist ein 
ganz bestimmter Punkt des Raumes das geometrische Bild für 
diese 3 Gleichungen in der Voraussetzung, dass a,h, c gegjßbene 
reelle Grössen bedeuten. Dieser Punkt liegt in der yz Ebene 
wenn = 0, er liegt in der z Axe wenn a = ft = , er 
ist endlich der Anfangspunkt des Coordinatensystems wenn 
a := b =rr-. c •= 0, 
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Wenn also ein bestimmter Punkt im Räume das geometrische 
Bild ist jener drei Gietchungen, so drängt sich zunächst die Fra^e 
auf, welches das geometrische Bild sei einer dieser Gleichungen, 
zum Beispiel der Gleichung: 

X =^ a. 

Die Coordinaten x,y, z aller Punkte, die in einer der yz Ebene 
parallelen und von ihr um den Abstand a entfernten Ebene lie- 
gen, genügen dieser Gleichung und umgekehrt alle Punkte, de- 
ren Coordinaten dieser Gleichung genügen, liegen in der genann- 
ten Ebene. Aus diesem Grunde wird die angegebene Gleichung 
die Gleichung jener Ebene genannt. Sie ist der analytische Aus- 
druck für die Ebene, weil die Coordinaten aller Punkte in ihr 
der Gleichung genügen, und die Ebene ist das geometrische Bild 
der Gleichung, weil alle Punkte, deren Coordinaten der Gleichung 
genügen, in der genannten Ebene liegen. In dieser Weise sind 
y = h und z = c die Gleichungen zweier Ebenen , die von den 
Coordinatenebenen zx und xy Mm h und c abstehen und ihnen, 
parallel sind. 

Die Coordinaten aller Punkte der Schnittlinie der beiden 
Ebenen y=ft und*z=^ genügen zugleich den beiden Gleichungen: 

y =b, z = c 

und umgekehrt alle Punkte, deren Coordinaten den beiden Glei- 
chungen zu gleicher Zeit genügen, liegen in jener Linie. Diese 
beiden Gleichungen sind daher der analytische Ausdruck für jene 
Linie und umgekehrt. Die angegebenen beiden Gleichungen 
nennt man daher die Gleichungen der geraden Linie, in welcher 
sich die beiden Ebenen schneiden. 

Wenn man diese Betrachtungen ausdehnt, so sieht man, dass 
eine Gleichung zwischen den Coordinaten x, y, z eines Punktes 
das Aequivalent ist für eine räumliche Fläche, Oberfläche; dass 
zwei Gleichungen derselben Art eiüe Curve, die Schnittcurve der 
beiden Oberflächen darstellen, von denen jede durch eine der 
genannten Gleichungen ausgedrückt isti dass endlich drei Glei- 
chungen analytisch diejenigen Punkte darstellen, in welchen sich 
die drei durch die drei Gleichungen ausgedrückten Oberflächen 
schneiden. 

1* 
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Die Coordinaten eines Punkten sind auch ^inzweideutig durch 
irgend drei lineare Gieicluingen zwischen diesen Coordinaten be- 
stimmt. Die geometrische Bedeutung einer dieser linearen Glei- 
chungen ist die zunächst liegende Frage, deren Beantwortung in 
der nächstfolgenden Vorlesung erfolgen soll, nachdem wir einige 
Fundamental-Sätze und -Aufgaben vorausgeschickt haben, die hier 
und in der analytischen Geometrie überhaupt von häufiger An- 
wendung sind. 

(l) . . . Die senkrechte Projection einer begrenzten ge- 
raden Linie auf eine unbegrenzte andere ist 
gleich der begrenzten geraden Linie multipii- 
cirt mit dem Cosinus des Neigungswinkels bei- 
der geraden Linien. 

Wenn man von den Endpunkten einer begrenzten geraden 
Linie Lothe fallt ^uf eine unbegrenzte, so ist das zwischen den 
Fusspunkten der Lothe liegende Stück der unbegrenzten geraden 
Linie die senkrechte Projection der ersteren. Im Falle der eine 
Begrenzungspunkt der erstem in der unbegrenzten geraden Linie 
liegt, ist der angegebene Satz nichts anderes, als der Ausdruck 
der Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks durch die Hypothenuse 
und den eingeschlossenen Winkel. Um den Satz auf diesen Fall 
zurückzuführen, lege man zwei Ebenen durch die Endpunkte der 
begrenzten geraden Linie, senkrecht gegen die unbegrenzte ge- 
rade Linie. Das zwischen diesen Ebenen liegende Stück der un- 
begrenzten geraden Linie wird die gesuchte senkrechte Projection 
sein. Ihr gleich sind aUe durch die beiden Ebenen begrenzten 
Stücke der mit der unbegrenzten Linie parallelen Linien. Wählt 
man aber unter diesen parallelen Linien gerade die, welche durch 
einen Endpunkt der begrenzten Linie geht, und nimmt für die 
senkrechte Projection das von den beiden Ebenen begrenzte Stück 
dieser Linie, so hat man den erwähnten Fall. Denn man hennt 
Neigungswinkel zweier gegebenen geraden Linien, die sich nicht 
schneiden, den Winkel, der durch zwei gerade Linien gebildet 
wird, die den gegebenen parallel von ein und demselben Punkte 
ausgehen. Das sind hier die begrenzte gerade Linie und die 
mit der unbegrenzten parallelele Linie, welche durch den einen 
Endpunkt der ersteren geht. 
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(2) . . . Die senkrechte Projection einer be'grenzten 

Ebene auf eine unbegrenzte andere ist ihrem 
» Flächeninhalte nach gleich dem Flächeninhalte 
der begrenzten Ebene niultiplicirt mit dem Co- 
sinus des Neigungswinkels beider Ebenen. 

Wenn man von sämmtlichen Begrenzungspunkten einer be- 
grenzten Ebene Lothe fällt auf eine andere unbegrenzte Ebene, 
so begrenzen die Fusspunkte der Lothe eine Figur in der un- 
begrenzten Ebene, die man die senkrechte Projection der be- 
grenzten Ebene nennt. Da man jede begrenzte Ebene durch 
gerade Linien in Dreiecke zertheilen kann, die als die Elemente 
der begrenzten Ebene zu betrachten sind, so braucht man den 
angegebenen Satz nur für ein Dreieck nachzuweisen, selbst nur 
für ein Dreieck, dessen Grundlinie der unbegrenzten Ebene pa- 
rallel ist. Denn das Dreieck lässt sich noch durch eine, durch 
eine Ecke desselben gelegte mit der unbegrenzten Ebene paral- 
lele Linie in zwei Elementardreiecke zerlegen, deren gemein- 
schaftliche Grundlinie der unbegrenzten Ebene parallel ist. 

Ein solches Elementardreieck hat aber mit seiner senkrech- 
ten Projection gleiche Grundlinie und die Projection der Höhe 
ist die Höhe des projicirten Dreiecks. Die projicirte Höhe ist 
aber nach (1) gleich der Höhe des Elementardreiecks multiplicirt 
mit dem Cosinus des Neigungswinkels beider Höhen d. i. des 
Neigungswinkels beider Ebenen. Vergleicht man daher die Flä- 
cheninhalte des Elementardreiecks und seiner Projection aus- 
gedrückt durch Grundlinie und Höhe, so hat man den ange- 
gebenen Satz für das iElementardreieck. Nimmt man aber statt 
des Elementardreiecks die Sunlme aller Elementardreiecke und 
statt der Projection des Elementardreiecks die Summe der Pro- 
jectionen der Elementardreiecke, so ergiebt'sich der oben an- 
gegebene Satz. ^ 

(3) . . . Wenn a,/5, y die Winkel sind, die eine gerade Li- 

nie mit den Coordinatenaxen bildet, oder eine 
Ebene mit den Coordinatenebenen, so ist: 

cos*a -j- cos*|S 4- cos*y ==1. 

Eine Ebene bildet mit drei auf einander senkrecht stehen- 
den Ebenen dieselben Neigungswinkel als das Loth der Ebene 
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mit den drei auf einander senkrecht stehenden Schnittlinien je 
zweier von den drei Ebenen. Nach diesem Fundamentalsatze aus 
der Stereometrie braucht man den angegebenen Satz nur für eine 
gerade Linie, nachzuweisen. Er gilt dann auch für eine Ebene. 
Da alle parallelen Linien dieselben Winkel mit den Coordi- 
natenaxen bilden, so kann man annehmen, dass die gerade Li- 
nie, von weicher der angegebene Salz handelt, durch den Anfangs- 
punkt des Coordinatensystems geht. Schneidet man nun auf die- 
ser vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes in der Richtung, 
in welcher sie mit den positiven Coördinatenaxen die genannten 
Winkel bildet, ein Stück ab, welches gleich der Einheit ist, und 
legt durch den ßegrenzungspunkt des Stückes drei den Coordi- 
natenebenen parallele Ebenen, so schliessen diese und die drei 
Coordinatenebenen ein Parailelepipedum ein, dessen Diagonale der 
Einheit gleich ist.. In einem rechtwinkligen Parailelepipedum ist 
aber das Quadrat der Diagonale gleich der Summe der Ouadrate 
der drei von einer Ecke auslaufenden Kanten. Die Kanten des 
Parallelepipedums, welche von dem Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes ausgehen, sind aber die Cosinusse der Neigungswinkel 
der Diagonale mit ihnen. Hiernach ist der zu beweisende Satz 
nichts anderes als der analytische Ausdruck des oben angeführ- 
ten Satzes der Stereometrie. 

(4) . . . Die Entfernung P zweier durch ihre Coor.dina- 
ten x,y,z und cci, pt, Zi gegebenen Puncto wird 
durch die Gleichung bestimmt: 

!>«= (o: - x,y + (y - y,)' + {z ^ z,)\ 

Die senkrechten Projectionen der beiden Punkte auf die Coör- 
dinatenaxen begrenzen auf denselben Stücke, die den Coordinaten 
dieser Punkte gleich sind. Es sind demnach: 

^ — •'«^1. y — t/if z — z^ 
die senkrechten Projectionen der Verbindungslinie D der beiden 
durch ihre Coordinaten gegebenen Punkte. Nach Satz (i) kann 
man diese Projectionen auch ausdrücken durch: 

D cos a, D cos ß, D cos y, 
wenn «, ß, y die Winkel bedeuten, die die Linie L mit den Coör- 
dinatenaxen bildet.' Man hat daher: 

2> cos a = a: — a:, , D cos |S = y — y^, J^ cos y =s z — Zi, 
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Quadriri man diese Gleichungea, so erhält man durch Addition mit 
Rücksicht auf (3) die Gleichung (4)« 

(5) . . . Wenn^ den Flächeninhalt einer hegrenzten ehe- 
nenFigurund-^,^, C die Fla che ninh alte der senk- 
rech tenPr oje ctiönen derselben bedeuten auf die 
drei Coordinatenebenen, so ist: 

^ = ^« + 5« + C*. 

Denn man hat nach (2): 

J cos a = A, /1cosß=B, Jcosy = C, 

wenn a, ß, y die Neigungswinkel sind der Ebene, in welcher die 
begrenzte Figur liegt, zu den Coordinatenebenen. Quadrirt man 
aber diese Gleichungen und addirt sie, so erhält man nlit Rück- 
sicht auf (3) die Gleichung (5). 

Wenn man drei auf einander senkrecht stehende Ebenen 
durch irgend eine vierte schneidet , so schliessen die vier Ebenen 
eine dreiseitige rechtwinklige Pyramide ein. Von den sie begren- 
zenden Dreiecken nennt man das in der vierten Ebene liegende 
das Hypothenusendreieck , die drei anderen die Kathelendreiecke. 
Letztere sind die senkrechterf Projectionen des Hypothenusen- 
dreiecks auf die drei auf einander senkrecht stehenden Ebenen. 
Man hat daher den Satz : 

„In einer dreiseitigen rechtwinkligen Pyramide ist das Quadrat 
„des Hypothenusendreiecks gleich der Summe der Quadrate der 
„Rathetendreiecke". 

(6)... Wenn a, j5, y die Neigungswinkel sind , die eine 
gerade Linie im Räume mit den Goordinatenaxen 
bildet, aj,/5„yi die entsprechenden Neigungswin- 
kel einer anderen geraden Linie, undvderWin- 
kel, den die beiden geraden Linien mit einan- 
der bilden, so ist: ' 

cos i; = cos a cos «j + cos ß cos jS, + cos y cos y,. 

Da^es sich nur um die Richtung der geraden Linie handelt, 
sl> kann man annehmen, dass beide gerade Linien von dem Coor- 
dinatenanfangspunkt ausgehen. Trägt man auf jede derselben in 
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der Richtung, in der sie die genannten Winket niit den postüven 
Coordinatenaxen bilden, ein Stück gleich der Einheit auf, und 
verbindet die Endpunkte dieser Stücke durch eine gerade Linie; 
so hat man ein gleichschenkliges Dreieck. Das Quadrat der un- 
gleichen Seite D dieses Dreiecks, deren Endpunkte die Coordina- 
ten haben cos «, cos ß, cos y und cos a„ cos ß^, cos y„ lässt sich in 
doppelter Weise ausdrücken. Einmal nach Satz (4) wie folgt: 

D* = (cos a — cos aj)* + (cos ß — cos |S,)' + (cos y — cos y,)' 

das andere Mal durch die beiden Seiten des Dreiecks und den 
von ilmen eingeschlossenen Winkel v: 

D* = 2 — 2 cos v. 

Setzt man diese beiden Werthe von 2>' einander gleich, so erh&It 
man mit Rücksicht auf (3) die Gleichung (6). 

Quadrirt man die Gleichung (6) und zieht beide Seiten der 
Gleichung von der Einheit ab, so erhält man: 

sin'v = 1 — (cos a cos «i + cos ß cos j5, + cos y cos y,)' 

oder mit Rücksicht auf (3): 

sin'v = (cos*a + cos*j5 + cos'y) (cos'«, + co»*/J, + cos^y^) 
— (cos et cos of, + cos |S cos ßi + cos y cos y,)*, 

weiche Gleichung sich leicht in die elegantere Form bringen lässt: 

(7) sin't; = (cos ß cos y, — cos ^, <50s y)* 

+ (cos y cos «1 — cos y, cos «)* ^ 

+ (cos « cos ßi — cos «j cos j5)*. 

Alle Theile dieser Gleichung haben eine geometrische Be- 
deutung, mit deren Berücksichtigung sich die Gleichung auch 
aus (5) herleiten lässt. 

Man denke sich zu diesem Zwecke ein Dreieck in der 
a:y Ebene, dessen Spitze io dem Anfangspunkte des Coordinaten- 
systemes liegt. Die Coordinaten der beiden anderen Ecken des 
Dreiec)i8 seien x,y und ar, , y,. In dieser Voraussetzung findet 
man den doppehen Inhalt, 2 J, des Dreiecks : 

(8) . • . . . . , tJ =oi:yi — iC|y. 
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Die senkpecfate Projecüon des vorhin erwähnten glei6h-^ 
schenkligen Dreiecks atif die o:^ Ebene ist ein Dreieck, dessen 
Spitze im Anfangspunkte des Coordinatensystemes liegt. Die 
Coordinaten der beiden anderen Ecken sind : cos er, cos ß und 
cos er, , cos j8,. Es ist daher 2C s= cos ü cos j8, — cos a] cos ß der 
doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks. IHe doppelten Flächen- 
inhalte 2 A., 2B, 2 6' der senkrechten Projectiojien des gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die drei Cobrdinatenebenen sind daher: 

2^ = cos ß cos y, — cos j5, cos y, 

2 P = cos y cos a, — cos y, cos a, 

2 C = cos a cos ßl — cos a, cos ß, 
während der doppelte Inhalt 2 J des gleichschenkligen Dreiecks 
««"^s^ist- 2^^ = sint;. 

(9) . . . Den körperlichen Inhalt 17 einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmen, wenn die Kanten r^r^^r^ 
gegeben sind, die in einer Ecke der Pyramide 
zusammenstossen, und die Winkel cc, «,, a,, die 
diese Kanten einschliessen. 

Der doppelte Inhalt der Grundfläche der Pyramide, gebildet 
von den beiden Kanten r, r,, die den Winkel er, einschliessen, ist: 

rri sin »f. 
Die Höhe der Pyramide ist: 

rjsiii a^ sin A, 
wenn A der Neigungswinkel der beiden Seitenflächen der Pyra- 
mide ist,' welche sich in der Kante r schneiden. Man hat daher: 
6 JT -= r Tj r, sin A sin a^ sin ofj. 

Es bleibt noch übrig den Sinus des Neigungswinkels A der 
beiden Seiteuflachen der Pyramide auszudrücken durch die Win- 
kel €c, a„ or^. Zu diesem Zwecke beschreibe man um die in Rede 
stehende Ecke der Pyramide als Mittelpunkt eine .Kugel mit dem 
Radius = i. Auf der Kugeloberfläche schneiden die drei in dem 
Mittelpunkte der Kugel zusammenlaufenden Seitenflächen der Py- 
ramide ein sphärisches Dreieck ab, dessen Seiten sind a, «,, a„ 
von denen die beiden letzteren a, und «j den Winkel A ein- 
schliessen. Alsdann hat man: 

cos a = cos of, cos a, + sin er j- sin a," cos A, 
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Setzt mao den durch diese Gleichung bestimintea Werth 
von cos^ ein in: 

6 J2 = r r, r, sin ofj sin «, }/(i — cos*^) , 
so erhält man: 

(10) . . . en^rr.r, /i ' " *=»*'« " «'»''"• " •="**"» { • 
' ^ + 2coscr coscr, cosa, ' 

Man kann diese Gleichung auch in folgende elegantere Form 
bringen : 

3in « + «. + «, ^ ,i„-« + «iTf «. 



sin ^ "I^"' .sin ^ + ^^ 



2 2 

woraus man den bekannten Ausdruck für den doppelten Inhalt eines 
ebenen Dreiecks erhält, gebildet von den Seiten a, or„a,, v^enn man 
annimmt, dass diese Seiten unendlich klein und r=rj = r2= l. 
Denn man hat unter dieser Voraussetzung eine dreiseitige Pyra- 
mide, deren Grundfläche das ebene Dreieck und deren Höhe = 1. 
Die angegebenen Ausdrücke für den 6 fachen Inhalt der drei- 
seitigen Pyramide beweisen zugleich folgenden Satz: 

(12) . . . Zwei dreiseitige Pyramiden, welche zwischen 

denselben in einer Ecke zusammenstossenden 
Kanten beschrieben werden, sind ihrem kör- 
perlichen Inhalte nach einander gleich, wenn 
das Product der drei Kanten in der einen Py- 
ramide' gleich ist dem Product der entspre- 
chenden Kanten in der anderen Pyramide. 

(13) . . . Den körperlichen Inhalt einer dreiseiti^gen Py- 

ramide zu bestimmen, deren Spitze in dem An- 
fangspunkte des Coordinatensystemes liegt, 
während die übrigen Ecken durch ihre Coor- 
dinaten gegeben sind. 
Wir beginnen die Auflösung dieser Aufgabe mit der Dar- 
stellung des Inhaltes J eines in der a:y Ebene gelegenen Drei- 
ecks durch die Coordinaten seiner Ecken. Legt man in eine der 
Ecken des Dreiecks den Anfangspunkt eines neuen dem ersteren 
parallelen Coordinatensystems und bezeichnet in diesem die Coor- 
dinaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks mit J, ly, und |j 1/3, 
so hat man nach (8) : ^ ^ u 
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Sind nun die gegebenen Coordinaten der drei Ecken des 
Dreiecks in dem ursprunglichen Coordinatensystem re^ective : . 

Ai Bf , AfBf, A^ B^ , 
so hat man: 

5t = -^j "^~ -^1 > 5s = A^ — A^* 
^1 = ^j — ^t> t?a = ^8 -— -^1- 

Setzt man diese Werthe in den für den doppelten Inhalt des 
Dreiecks angegebenen Ausdruck, so erhält man: 

(14) . . . 2d={A,B,-A,B,) +{A,B,^ A,B,) + {A,B,-- A,B,), 

Denkt man sich mm die von der Spitze auslaufenden Kanten 
der gegebenen dreiseitigen Pyramide durch eine der xy Ebene 
parallele Ebene so geschnitten, dass diese Ebene eine neue Py- 
ramide begrenzt von demselben körperlichen Inhalte als die ge- 
gebene, und nimmt an, dass die Ecken der neuen Pyramide die 
Coordinaten haben A^B^C^, A^B^C^, A^B^C^, wobei zu bemer- 
ken ist, dass: 

so hat man: 

627= (^,^, -^3^.)C| + (A^B^-- A^B^)C,+ {AiB,-- A^B^)C,, 

Die drei von der Spitze ausgehenden Kanten der gegebenen 
Pyramide seien rj, r,, r,, die ihnen entsprechenden Kanten der 
zweiten Pyramide seien ^uQt,Qt. Alsdann hat mau folgende Re- 
lationen: 



^. = ^7^" 






*.= .^^.. 


^.= ^^r,. 


B,= ^J., 


^<=ri^" 


Q = ^'2.. 


c, = ^'z„ 



wenn JT, 7, 2, , Z, F, Z,, JT, Y^Z^ die Coordinaten der drei Ecken 
der gegebenen Pyramide bedeuten. 

Setzt man diese Werthe für die verschiedenen Grössen A, B, C 
in den gefundenen Ausdruck von 6 77 und berücksichtigt, dass 
nach (12) r, r, rj = ^j (>, (>8 , weil die beiden Pyramiden der Vor- 
aussetzung nach gleichen Inhalt haben, so erhält man: 

(15). . . 6ir=(X,F3-Jr,F,)Z,-KJ^,F,-X,P;,)2,+(J^,F,~J^,F,)Z,. 
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(16) . . . Den körperlichen Inhalt 77 irgend eines Te- 

traeders durch die Coordinaten der vier 
Ecken auszudrücken. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden. Denn wählt man ein Coordinatensystem dem vorigen 
parallel , in Riöcksicht auf welches die Coordinaten der Spitze der 
dreiseitigen Pyramide sind x, y, z und die Coordinaten der übri- 
gen Ecken x^y, ^i, .r, y,«,, 0:3 ^3^3, so hat man folgende Re- 
lationen: 

(17) . . . . F, = yi — y, r, = y, — y, 73=^5— y, 

Z, = z, — z, Zj = z, — z, 1^= Zs — z. 

Man braucht nur diese Werthe (17) in (15) einzusetzen, um 
den gesuchten Ausdruck für den 6 fachen Inhalt des Tetraeders 
zu erhalten, ausgedrückt durch die Coordinaten der vier Ecken: 
0,1,2,3. 

Um eine Einsicht in diesen weiten Ausdruck von 6 77 zu er- 
halten, der vollständig entwickelt 24 Glieder umfasst, von welchen 
die eine Hälfte das positive, die andere das negative Vorzeichen haben, 
gehen wir zurück auf den analog gebildeten Ausdruck (14) für 
den doppelten Inhalt des Dreiecks. Derselbe ändert ^ein Vorzei- 
chen, wenn man zwei Ecken des Dreiecks mit einander ver- 
tauscht. Daher giebt die tileichung (14) nicht den absoluten 
^ Werth des doppelten Inhaltes 2^ des Dreiecks, sondern sie giebt 
den doppelten Inhalt des Dreiecks mit dem positiven oder nega- 
tiven Vorzeichen je nach der Bezeichnung der Ecken. Dasselbe 
gilt auch von (8) und (15). Dasselbe gilt auch von dem Aus- 
druck des 6 fachen Inhalts des Tetraeders durch die Coordinaten 
der Ecken. Dieser Ausdruck ändert nämlich sein Vorzeichen, 
wenn man zwei von den drei Ecken l, 2, 3 mit einander vertauscht. 
Da die gelöste Aufgabe (16) aber eine symmetrische ist in Rück- 
sicht auf alle vier Ecken des Tetraeders, so wird auch das Re- 
sultat ein symmetrisches sein müssen, in der Art, dass, was von 
zwei bestimmten Ecken gilt, auch für irgend zwei gelten muss. 
Vertauscht man also in dem erwähnten Ausdrucke von 677 die 
Coordinaten irgend zweier von den vier Ecken des Tetraeders, 
so ändert derselbe nur sein Vorzeichen. 
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Dieser Ausdruck von 611 ist ferner linear in Bucksicht auf 
die Coordinaten des Punktes 1, ebenso in Rücksicht auf die Coor- 
dinaten des Punktes 2 oder 3. Obwohl er scheinbar von der 
dritten Ordnung ist in Rucksicht auf die Coordinaten des Punk- 
tes 0, so wird er in der Entwickeiung auch in Rücksicht auf 
diese Coordinaten linear sein müssen. Er ist also linear in Rück- 
sicht auf die Coordinaten einer, gleichviel welcher. Ecke des 
Tetraeders. 

Denkt man sich die drei Ecken 1,2,3 des Tetraeders gege- 
ben, die Ecke aber variabel, so verschwindet eU jedes Mal, 
wenn die variable Ecke in die durch I, 2, 3 gelegte Ebene fällt. 
Umgekehrt wennßiZ verschwindet, so hegt die variable Ecke in 
der genannten Ebene. Es ist demnach: 

(18) _en = 

der analytische Ausdruck, die Gleichung, der Ebene, die durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht, und Umgekehrt, ist die 
genannte Ebene das geometrische Bild jener Gleichung. 

Die Gleichung jeder Ebene stellt sich hiernach als eine lineare 
dar in der Form: 

(19) Ax + By +Cz + JD = o. 

•Es entsteht aber die Frage, ob auch jeder Gleichung von dieser 
Form als geometrisches Bild derselben eine Ebene im Baume 
entspricht. Diese Frage würde man dadurch beantworten kön- 
nen, dass man nachwiese, wie jeder lineare Ausdruck der Coor- 
dinaten mit einem' zu bestimmenden Factor multiplicift sich auf 
die angegebene Form 6 Ü zurückführen lässt. Allein da der Aus- 
druck 6il nicht einfach genug ist/ so werden wir den angedeu- 
teten Weg zur Beantwortung der angeregten Frage verlassen, in-. 
döB wir sie in der folgenden Vorlesung von einem anderen Ge- 
sichtspunkte aus wieder aufnehmen. 
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Zweite Vorlesung. 
jDie Eböne im Räume. 



Wenn man in irgend einem Punkte einer gegebenen Ebene 
auf derselben zwei gleich grosse Lothe nach den entgegengesetz- 
ten Seiten von der Ebene errichtet, so ist es eine charakteristi- 
sche Eigenschaft eines beliebigen Punktes p der Ebene, dass die 
Entfernungen dieses Punktes von den Endpunkten q, q' der beiden 
Lothe einander gleich sind. Denn von keinem andern Punkte 
ausserhalb der Ebene gilt dasselbe. Drückt man daher diese 
Eigenschaft durch eine Gleichung aus, so wird man die Gleichung 
der Ebene haben. 

Der Kürze wegen kann man annehmen, dass der Punkt q' 
der Anfangspunkt sei desCoordinatensystemes, welches zum Grunde 
gelegt wird. In dieser Voraussetzung erhält man den Punkt q, 
indem man vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes auf die 
^ gegebene Ebene ein Perpendikel fällt und dieses Perpendikel uni 
sich selbst über die Ebene hinaus verlängert. Der Endpunkt q 
dieser Verlängerung habe die Coordinaten a,b, c, der beliebige 
Punkt p der Ebene habe die Coordinaten x,y,z. Drückt man 
nun die Gleichung (pg)* = (pg)* durch die gegebenen Coordina- 
ten der Punkte nach (4) der ersten Vorlesung aus , so erhält man 
die Gleichung der Ebene: 

(1). . . . a^'+ y' + z' = [x - «)• -+ [y - hf 4- (^ - c)\ 
welche auf folgende zurückführt: 

(2) . . . «o; + fty -I- cy ^ ^^ = o. 

Man ersieht hieraus, dass jede. Ebene durch eine, lineare 
Gleichung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes hl 
ihr ausgedrückt wird. 

Es ist aber auch umgekehrt jede lineare Gleichung : 

(3) . Ax + By + Cz + D = 

der analytische Ausdruck einer Ebene im Räume. Diese Be- 
hauptung wird sich dadurch rechtfertigen, dass mari nachweiset, 
wie die Gleichung (3) auf die Form (2) gebracht werden kann. 
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Denn da (2) wieder auf (i) zurückfährt, so wird man die auf (i) 
zurückgeführte Gleichung (3) als den Ausdruc)& jener charakte- 
ristischen Eigenschaft der Ebene aufTassen können. 

Mulüplicirt man die Gleichung (3) mit einem noch unbestimm- 
ten Factor fi und setzt die Coeflficienten gleicher Variabein in den ^ 
Gleichungen (2) und (3) einander gleich, so erhält man folgende 
vier Gleichungen, zwischen den vier Unbekannten fi, a, b, c : 

woraus man durch Auflösung nach den Unbekannten erhält: 

— 2D 



fi = 



b ^ 



A* + B* + C* 
— T.DA 

^2DC 
^ ~ A^ + B' + G^' 

'Hiernach fuhrt die mit dem Factor fi multiplicirte Gleicliung (3) 
zurück auf (2), in welcher a, 6, c die angegebenen Werthe haben^ 
und die Gleichung (2) schliesslich auf (i). 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen Constanten A, B, C, D 
wird die.allgemeine Form der Gleichung einer Ebene 
genannt zum Unterschiede von der zunächst folgenden, die in 
vielen Fällen grosse Vortheile gewährt. 

Auf die eben angedeutete Form gelangt man, wenn man in 
(2) statt der Coordinaten des Punktes q die Winkel cc, ß, y ein- 
führt, weiche das vom Anfangspunkt, des Coordinatensystemes ge- 
fälite Loth mit den Coördinatenaxen bildet, und den senkrechten 
Abstand d der Ebene von dem.Coordinatenänfangspunkt. Proji- 
cirt man zu diesem Zwecke - die Verbindungslinie des Coordinaten- 
anfangspunktes und des Punktes q auf- die Coördinatenaxen , so 
erhält man die Coordinaten des Punktes q, oder nach (I) der er- 
sten Vorlesung : 

a s= 20 cos a, b = 2^ cos ß, c ■= 2d cosy. 

Setzt man diese Werthe von a, b, c in (2), so erhält man mit 
Rück^cht auf (3) der ersten Vorlesung: 

(4) ...... o: cos a 4" y cos /5 + z cos y — ö = o. 
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Diese Form der Gleichung wird die Normal form der 
Gleichung der Ebene genannt. In ihr bedeuten a, ß, y die 
Winkel , welche die Normale der Ebene mit den Coordinatenaxen 
oder, was dasselbe ist, die Winkel, welche die Ebene mit den 
Coordinatenebenen bildet, und ^ den senkrechten Abstand der 
Ebene von dem Coordinatenanfangspunkt , der immer poätiv an- 
genommen wird. 

(5) .... Die gegebene Gleichung einer Ebene in der 
allgemeinen Form ist zurückzuführen auf die 
Normalform, oder, was dasselbe ist, die Win- 
kel sind zu bestimmen, welche die Normale 
der Ebene mit den Coordinatenaxen bildet, 
und der senkrechte Abstand der Ebene von 
dem Coordinatenanfangspunkt. 

Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben Ebene sind, so 
können diese Gleichungen sich nur durch einen Factor von ein- 
ander unterscheiden. Multiplicirt man daher die Gleichung (3) 
mit einem Factor ft, so wird sich derselbe so bestimmen lassen, 
dass die Gleichungen (3) und (4) Glied für Glied übereinstimmen. 
Man hat daher: 

ft^ = cos er, (iB^=cosß, fiC:=:cosy, iiJD := — rf. 

Aus diesen vier Gleichungen kann man mit Zuziehung der 
bekannten Gleichung cos*a + cos'jS + cos*y = 1 die 5 Unbekann- 
ten a, ß, y, d, (i berechnen und erhält: 

A 



cos« = 



cos ß = j— ^ 
cosy == 
d = 



B 



c ^ 

— 1 



+ K(^«-f-Ä»+C«) 



, Da ^ in der Gleichung (4) als eine positive Grösse betrach- 
tet wird, so hat man der Quadratwurzeigrösse y{A^ 4- ^* -|- C*) 
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in allen Formeln das entgegengesetzte Vorzeichen von 2> zuzuerthei- 
len. Zu bemerken ist hier noch der Factor a = -r-^. — ^^^^ » 

durch welchen die allgemeine Form (3) der Gleichung der Ebeae 
auf die Normalform (4) zurückgeführt wird. 

Man kann noch folgende Form der Gleichung einer Ebene 
hervorheben : 

(6) l+^ + i-'-"' 

die bemerkenswerih ist wegen der einfachen Bedeutung der Con- 
stanten m, it, p in ihr. Man erkennt nämlich leicht, dass diese 
Grössen die von der Ebene auf den Coordinatenaxen abgeschnitte- 
nen Stucke ausdrucken. 

IHi nach (5) die aUgemeine Form der Gleichung einer Ebene, 
unter welcher auch die Form (6) begriffen ist, sich auf die ein- 
fachste Weise auf die Normalform zurückführen \hmt , so kann 
man ohne der Allgemeinheit der Betrachtungen Eintrag zu thun, 
letztere als die gegebene betrachten, wie in folgender Aufgabe: 

(7) . . . Den senkrechten Abstand J eines durch seine 
Coordinaten X, Y, Z gegebenen Punktes P von 
einer durch ihre Gleichung in deV Normal- 
form gegebenen Ebene zu ermitteln. 

Da man den senkrechten Abstand des Coordinatenanfangs- 
punktes von der Ebene nach (5) unter allen Umständen als po- 
sitiv zu betrachten hat, so wird der senkrechte Abstand eines 
Punktes von der gegebenen Ebene positiv oder negativ sein, je 
nachdem dieser Punkt mit dem Coordinatenanfangspunkt auf der- 
selben Sdte der Ebene, oder auf der entgegengesetzten hegt. 
Nitnmt man dahc;r,'Um einen bestimmten Fall vor Augen zu ha- 
ben, an, dass der Punkt P mit dem Coordinatenanfangspunkt auf 
derselben Seite der durch ihre Gleichung: 

X cos or + y cos j5 + z ces y — 6 = 
gegebenen Ebene liege, und legt eine Ebene parallel der gege- 
benen durch den Punkt P^ so wird ihre Gleichung: 
X cos a + y cos ß + z cos y — d' = 0, 
indem J'den senkrechten Abstand dieser Ebene von dem Coordinaten- 
anfangspunkt bedeutet; und da der Punkt P in ihr liegt, so hat miain : 
JTcos« + Yco9ß + Zcosy — S' r— 0. 

Hesse, Analyt. Geonielr. 2 
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Der senkrechte Abstand A des Punktes P von der Ebene ist: 

Setzt man in diese Gleichung für S den Werth aus der vorher- 
gehenden, so erhält man: 

• — ^/ = -^ cos a 4" JP'cos P + Z cos y — d. 
Dieses Resultat lässt sich in Worten also wiedergeben: 

(8) . . . Wenn man den linken Theil eimer in der Normal- 

form (4) gegebenen Gleichung einer Ebene von 
ihrem rechten Theile, der = ist, trennt, so 
drückt Jener den negativen senkrechten Ab- 
stand des durch die Coordinaten x, y, z gegebe« 
nen Punktes von der Ebene aus. 
Darauf gestutzt kann man die Bedingung leicht angeben, un- 
ter w elcher ein Punkt p von zwei gegebenen Ebenen gleich wck 
absieht. Denn bezeichnet man mit den Symbolen Ä und A^ die 
Ausdrucke : 

(9) . . . . -.4 ^ ir cos a + y cos j5 + z cos y — d, 

Jf, ^ X Gos «1 4- y cos jS, -f 2 cos yi — ^t , 

so sind — A und — A^ die senkrechten Abstände des durch die 
Coordinaten a-, y, z gegebenen Punktes p von den beiden gegebe- 
nen Ebenen A = o und A^ = o. Mithin ist : 

(io) A — Ai== 

die gesuchte Bedingung. Dieses ist aber die Gleichung einer 
Ebene. Daher beschreibt der Punkt p, dessen senkrechte Ab- 
stände von Ifcwei gegebenen Ebenen gleich sind» wieder eine Ebene. 
Nun weiss man aber, dass der geometrische Ort des Piuiktes p 
die Ebene ist, welche den Neigungswinkel halbirt,- den die gege- 
benen Ebenen mit einander bilden. Mithin ist die Gleichung (10) 
die Gleichung dieser Halbirungsebene. 

Ebenso erhält man die Bedingung für den Punkt p, dessen 
senkrechte Abstände von den beiden gegebenen Ebenen gleich, 
aber von entgegengesetztem Vorzeichen sind: 

(11) A + Ai = o. 

Dieses ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche den zwei- 
ten von den gegebenen Ebenen gebildeten Neigungswinkel halbirt. 
Die beiden Ebenen (lo) und (ii) stehen auf einander senkrecht. 
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Man brancht daher nur die GleicluiDgeu zweier Ebeneo auf diese 
Form zurückzuführen, um dadurch nachzuweisen, dass die Ebenen 
in einem vorliegenden Falle auf einander senkrecht stehen. Die 
gemachten Bemerkungen fassen wir aber als Satz also: 

(12) . . . Wenn ^ -- und -^, = die Gleichungen zweier 

gegebenen Ebenen in der Normalform sind, 
s sind ^ — ^, = u nd A + A^ = o die Glei - 
chungen der Ebenen, welche die Neigungs- 
winkel der gegebenen Ebenen halbiren. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen (10) und (II), welche 
durch die Schnittlinie der beiden gegebenen Ebenen ^ = o und 
Ji =- hindurchgehen, sind zusammmengesetzt aus diesen beiden 
Gleichungen. Diese Bemerkung lässt sich erweitern durch fol- 
genden Satz : 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen dreier Ebe- 

nen in irgend einer Form 11 = 0, ü^^=^o, 1/^ = 

die Identität obwaltet: 

kU + k^Ui + k^üt^o, 

so schneiden sich die drei Ebenen in ein und 

derselben geraden Linie. 
Denn auf Grund dieser Identität verschwimlet U^ für alle Werthe 
der Variabein , welche den Gleichungen U = o und üi= o zu- 
gleich genügen , das ist für die- Coordinaten aller Punkte in der 
Schnittlinie der beiden Ebenen U = o und [7, -- o; welches 
eben beweiset, dass sämmtliche Punkte der Schnittlinie in der 
Ebene [7, = o liegen. 

Dehnt man diesen Satz noch weiter aus, so erhält man fol- 
genden : 

(14) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von vier 

Ebenen in irgend welcher Form ?7=o, U^~-^o, 
U^^=o, üs=o die Identität statt findet: 

kü+ k,U^+ k,ü,+ k,U,= 0, • 
so schneiden sich die vier Ebenen in ein und 
demselben Punkte. 

Für die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen 
U z=z Oy Ux=^o, 1/2^=0 werden diese Gleichungen zugleich er- 
füllt. Setzt man die Werthe dieser Coordinaten in die Identität, 

2* 
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so sieht man, dass auch der Gleichung ü^:=t. o genögt wird, das 
lieisst, der Schnittpunkt liegt in der Ebene ü^=o. 

Diese beiden *Sätze bieten die Mittel, auf eine leichte Art 
naclizuweisen , dass geviisse Ebenen sich in ein und derselben 
geraden Linie schneiden, oder dass gewisse Ebenen durch einen 
und denselben Punkt hindurchgehen, wie dieses in. den fol- 
genden Betrachtungen klar Jiervortreten wird. 

Es seien die (Gleichungen von irgend drei Ebenen in der Nor- 
malform gegeben: 

Diese Ebenen zertheilen den Raum in 8 Fächer, von welchen 'wir 
das Fach ins Auge fassen wollen, in welchem der Coordinaten- 
anfangspiinkt liegt. Die Halbirungsebenen der Neigungswinkel 
von je zwei Ebenen in dem Fache stellen sich nach (12) also dar: 
Ai — Ai= 0, A^ — A^ = 0, Aq — Ai=r 0. 

Da die Summe der linken Theile dieser Gleichungen iden- 
tisch gleich ist, so folgt hieraus nach (13), dass die sie dar- 
stellenden drei Ebenen sich in ein und derselben geraden Lini^ 
schneiden. 

Um diesem Satze eine bequemere Fassung zu geben, be- 
schreibe man eine Kugel um den Schnittpunkt P der gegebenen 
drei Ebenen als Mittelpunkt mit dem Radius = 1, und projicire 
die 6 Ebenen auf die Kugeloberfläche. Die drei gegebenen Ebe- 
nen, welche das Fach bilden, schneiden ^ dann auf der Kugelober- 
fläche ein sphärisches Dreieck ab, und die Projectionen der drei 
anderen Ebenen auf die Kugeloberfläche, welche die Winkel des 
Dreiecks halbiren, haben nach dem Vorhergehenden die Eigen- 
schaft, welche der folgende Satz angiebt: 

Die grössten Kreise, welche die Winkel eines 
sphärischen Dreiecks halbiren, schneiden sich in ein 
und demselben Punkte. 

Wenn man annimmt, dass das sphärische Dreieck nur einen 
unendlich kleinen Theil der Kugeloberfläche umfasse, so kann 
man dasselbe als ein ebenes betrachten und den angegebenen Satz 
auf ein ebenes Dreieck übertragen. 

Die Gleichungen der drei Ebenen, welche die äusseren Nei- 
gungswinkel des Faches halbiren, sind nach (12) 

A + ^t= 0, Ai+ Aq= Oy ^0 + ^, == 0. 
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Steüt mau die linkeu Theile der beideii ersten Gleichungen 
zusammen mit dem linken Theile der dritten vorhin angegebenen 
Gleichung, so bemerkt man, dass 

{A, + A,) - (^. + A,) + {A^-.A,) = 0, 

woraus wie vorhin durch Uebertragung auf die Rugeloberfläche 
der Satz hervorgeht: 

Die Halbirungslinien zweier äusserer und des 
dritten inneren Winkels eines sphärischen Dreiecks 
s€hneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Dieser Satz ist von dem vorhergehenden eigentlich nicht ver- 
schieden. Denn betrachtet man das sphärische Dreieck, welches 
von den Verlängerungen zweier Seiten und der dritten Seite des 
gegebenen Dreiecks gebildet wird, so sind die Halbii^ungslinien 
der inneren Winkel dieses Dreiecks die Halbirungslinien zweier 
äusseren und eines inneren Winkels des gegebenen Dreiecks. 
Man kann ihn aber auch auf die Ebene übertragen, in welchem 
Falle er in der That eine neue Eigenschaft des Dreiecks erken- 
nen lässt. 

Betrachten wir endlich die durch die folgenden vier Glei- 
chungen analytisch dargestellten Ebenen : 

^0 + Ai + A^ :^=: 0, 
— ^ + ^I + ^j = , 

A^r- Ai + A^ = o, 
^0 + ^1 — -^» = ö» 

so ist aus (14) ersichtlich, dass diese vier Ebenen sämmtlich durch 
den Punkt P gehen. Die erste von diesen Ebenen geht nach (13) 
durch die Schnittlinie von A^ = o und At -f- ^, = o, ebenso 
durch die Schnittlinie von -4, = o und A^ + ^„ -- o und die 
Schnittlinie von ^, = o und Aq + A^ = o. Es ist also eine be- 
merkenswerthe Eigenschaft dieser drei Schnittlinien, dass sie auf 
ein und derselben Ebene liegen. Ebenso liegen auf der zweiten 
Ebene die Schnittlinien der Ebenenpaare AqZs=^ a und A^ +A^z^ o, 
y4, = und A^ — Aq= 0, ^8=0 und ^^ — ^, = o. Die ana- 
logen Eigenschaften der beiden letzten Ebenen ergeben sich hier- 
nach von selbst. Uebertragen, wie vorhin, auf die Kugeloberfläche, 
drucken diese Eigenschaften folgende Sätze aus : 
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Die Halbirungslinien der drei äusseren Winkel ei- 
nes sphärischen Dreiecks schneiden die gegenuber- 
liegendenSeriten des Dreiecks in drei Punkten, welche 
in einem grössten Kreise liegen. 

Die Halbirungslinien zweier inneren Winkel und 
des dritten äusseren Winkels eines sphärischen Drei- 
ecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei 
Punkten, die auf einem grössten Kreise lieg^en. 

Diese Sätze kann man wieder auf das ebene Dreieck über- 
tragen. 

Sätze auf der Kugeloberfläche lassen sich leicht verdoppein 
durch Anwendung eines Principes, welches wir das Princip der 
Kugel nennen wollen und welches sich stützt auf die Bemer- 
kungen : 

(15) . . . Die Pole der grössten Kreise auf der Kugel- 
oberfläche, welche sich in ein und demselben 
Punkte schneiden, liegeti auf einem grössten 
Kreise, und die grössten Kreise, deren Pole 
auf ein und demselben grössten Kreise liegen , 
schneiden sich in einem Punkte. Der Bogen 
eines grössten Kreises, der die Pole zweier 
grössten Kreise ve rbindet, ist gleich dem Nei- 
gungswinkel der- beiden grössten Kreise. 

Denn beschreibt man zu einer auf der Kugeloberfläche ge- 
gebenen Figur die Polarfigur, welche entsteht, indem man für 
j^en grössten Kreis der gegebenen Figur den Pol und für Jeden 
Punkt der gegebenen Figur den grössten Kreis nimmt, dessen 
Pol der Punkt ist, so werden Eigenschaften der gegebenen Figur 
nach den gemachten Bemerkungen entsprechende Eigenschaften 
der Polarfigur zur Folge haben. Da aber die Polärfigur der 
Pölarfigur wieder die gegebene Figur ist, so braucht man 
nur die Polarfigur als gegeben zu betrachten und die ent- 
sprechenden Eigenschaften an ihrer Polärfigur nachzuti'eisen, 
um den Beweis der Eigenschaften der gegebenen Polarfigur zu 
führen. 

Nach diesem Uebertragungsprincip ergeben sich aus den an- 
gegebenen vier Sätzen auf der Kugeloberfläche folgende : 
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Die Halbirungspunkte der Coinpleinente der Sei-. 
ten eines, sphärischen Dreiecks liegen auf einem 
grössten Kreise. 

Die Halbirungspunkte zweier Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks und der Halhirungspunkt des Kom- 
plementes der dritten Seite liegen auf einem gröss- 
ten Kreise. 

Die Verbindungskreise der Mittelpunkte der Sei- 
ten eines sphärischen Dreiecks mit den gegenüber- 
liegenden Ecken schneiden sich in einem Punkte. 

Die Verbindungskreise der Mitten der Comple- 
mente zweier Seiten des sphärischen Dreiecks mit 
den gegenüberliegenden Ecken und der Verbindungs- • 
kreis der Mitte der dritten Seite mit der gegenüber- 
liegenden Ecke schneiden sich in einem Punkte. 

Von diesen viei* Sätzen der Kugeloberfläche lässt sich nur der 
vorletzte in der oben angedeuteten Weise auf das ebene Dreieck 
übertragen. 

Um die angestellten Betrachtungen zu erweitern, nehme man 
an, dass die Seitenflächen eines Tetraeders durch ihre Gleichun- 
gen in der Norroalform gegeben seien: 

Unter der Voraussetzung, dass der Coordinßtenanfangspunkt ' 
innerhalb des Tetraeders liege , sind dann die Gleichungen der 
die Neigungswinkel der Seitenflächen halbirenden Ebenen: 
A^ — Ax = 0, Ai — A^^=- 0, Ai — Ai= 

Aq — A^ = 0; ^j — ^3 =:= 0, 

^0 — -4, = 0, 
und die Gleichungen der die äusseren Neigungswinkel halbiren- 
den Ebenen: 

^0 + -^1 = ö» Ai + A^^^ 0, Ai + A3 = ü. 
Aq + A^ = 0, Ai + As = 0, 
^Q + A^ = 0, 

Da aus den drei in der ersten Horizontah'eihe aufgeführten 
Gleichungen die drei übrigen des ersten Systemes folgen, so hat 
mau nach (14) den Satz: 
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Die 6 Halbirungscbenen der Neigungswinkel der 
Seitenfläclien eines Tetraeders schneiden sich in ein 
und demselben Punkte. 

Es ist dieser Punkt der Mittelpunkt der dem Tetraeder em- 
beschriebenen Kugel. • - 

Es schneiden sich aber auch folgende Ebenen in ein und 
demselben Punkte: 

^0 ~" ^1 = ^» ^0 + -^3 = ^9 

A^ — A^ =.- 0, ^, + ^j = 0, 

^t — ^0 = ^9 Af + A^z= 0, 

woraus der Satz entspringt: 

Die Halbirungsebenen der Neigungswinkel der 
drei Seitenflächen eines Tetraeders, welche eine 
Ecke bilden, und die Halbirungsebenen der drei 
gegenüberliegenden äusseren Neigungswinkel der 
Seitenflächen schneiden sich in ein und demselben 
Punkte. 

Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der äusseren Beruhrungs- 
kugel des Tetraeders. 

Die 16 aufgeführten Ebenen bilden eine Figur im Räume, 
an der sich mit Hülfe der Sätze (13) und (14) auf dem angedeu- 
teten Wege leicht noch andere Eigenschaften entdecken lassen. 



Dritte Vorlesimg. 
Ebenen im Räume. 



Wenn man durch die Schnittlinie zweier durch ihre Glei- 
chungen in der Normalform gegebenen Ebenen 0, 1 : "^ 

(I) . . . ^0 = 0, Ai = 

und durch einen Punkt P, dessen senkrechte Abstände von den 
beiden Ebenen sich verhalten wie die gegebenen Grossen a^ : «i, 
eine Ebene legt ; so theilt jeder Punkt dieser Ebene mit dem 
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Pnnkte P die Eigenschaft, dass die senkrechten Abstände sich wie 
die gegebenen Grössen verhalten. 

Die Bedingung, dass die senkrechten Abstände — A^ und — A^ 
< eines diu*ch die Coordinaten x, y, z bestimmten Punkten von den 
gegebenen Ebenen 0, 1 sich verhalten, wie «« • ^t • , 

(2) "ds ^dl =0 

wird hiernach die Gleichung jener durch die Schnittlinie gelegten 
Ebene sein. 

Verändert man die Lage des Puuktes P nach Belieben , so 
dreht Mch die Ebene um die Schnittlinie, und erhält nach und 
nach alle Lagen, die eine durch jene Schnittlinie gelegte Ebene 
annehmen kann. Die Gleichung {"2) stellt also jede behebige 
Ebene 2 dar, die durch die Schnittlinie der Ebenen und 1 hin* 
durchgeht. Sie erhält die Gestalt: 

(3) A^— XAi = o, 

wenn man setzt X s=i ■^, und dieser Factor X hat in der Vor- 

anssetzung, dass (20) und (21) die Neigungswinkel bedeuten, 
welche die Ebene 2 mit und l bildet, die geometrische Be- 
. deutung : 

(4) i=^i. 

^ ^ sin(21) 

Eine ändere Ebene 3, die ebenfalls durch die Schnittlinie 
der Ebenen und l hindurchgeht, hat zur Gleichung: 

fe) A^-- fiAi = o. 

Das Verhältniss: 

/-v a, sin (20) , sin (30) 

^^^ : • (i~ sin (21) *• sin (31) 

zwischen den Sinus der Neigungswinkel heisst das anharmoni- 
sche Verhältniss des Ebenenpaares 2 und 3 zu dem Ebenen* 
paare und ]. 

Allgemeiner stellen ach die Gleichungen von vier Ebenen, 
die sich ia ein und derselben geraden Linie schneiden, also dar: 

(7)...ro=o, F, =0, V.-lV, = o, Fo-mr, =0, 

wenn man annimmt, dass die beiden ersten Gleichungen in der 
allgemeinen' Form gegeben seien. Um das anharmonische Ver- 



26 Drille Vorlesung. 

Iiältniss zu finden, braucht man nur die beiden ersten Gleichun- 
gen auf die Normalform zurückzuführen, indem man setzt: 
Vq = ^„^0, F, = ^,^,, wodurch die angegebenen vier Gleichun- 
gen übergehen in: 

Qi ^ Qt 

und woraus sich das gesuchte anliarmonische Verhältniss — ergiebt. 

Noch allgemeiner Jst die folgende Aufgabe: 

' Gegeben sind die Gleichungen von vier Ebe- 
nen, die sich in ein und derselben geraden 
Linie sahneiden, in. der Form: 

(8) . . . U^—kür-^o, U^^fiü^^^o, u^—i^ür-^^o, ü^-fi,üi=o, 

das anharmonische Verhältniss des letzten 
Ebeneripaares zu dem ersten zu bestimmen. 

Setzt man Uq — lUi= V^, U^ ^ iiüi= Vi, und drückt ?7^ 
und üi durch V^ und F, aus, so steilen sich die gegebenen vier 
Gleichungen in der Form (7) dar, woraus das gesuchte anharmo- 
nische Verhältniss — erhalten wird: 
m 

(9) ^:i:zAi. 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmoni- 
schen Verhältniss, wenn dasselbe den Werth — 1 annimmt. 
Man erhält daher die Bedingung , welche zu erfüllen ist , wenn 
zwei Paare Ebenen , die durch dieselbe gerade Linie gehen, har- 
monische Ebenenpaare sein sollen, aus (6): 

f . sin (20) sin (30) _ 

^'"^ •' • sin (21) ^ sin (31) "" ^ ' 

oder, wenn die Gleichungen der Ebenen in der Form (7) gege- 
ben sind, ffi = — /; weshalb sich die Gleichungen von zwei har- 
monischen Ebenenpaaren darstellen in der Form: 

(n)....Fn = o, V, = o. V,-lVi = o, V, + l,V, = o. 

Man erkennt hieraus, dass von zwei harmonischen Ebenen- 
paaren drei Ebenen, die durch dieselbe gerade Linie ge]ien, be- 
liebig gewählt werden können, dass durch sie aber die vierte har- 
monische Ebene bestiunnt ist. Nimmt man an , dass das erste 
Ebenenpaar gegeben sei, dass die dritte Ebene aber sich um die 
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Schnittlinie der beiden ersten drehe, so kann man sich durch 
Discussion der Gleichung (lO) für specieüe Falle leicht eine Vor^ 
Stellung bilden von der Lage von zwei harmonischen Ebenen- 
paaren zu einander. Halbirt zum Beispiel die dritte Ebene den 
Neigungswinkel des gegebenen Ebenenpaares, so haibirt die vierte 
harmonische Ebene den anderen Winkel, den das gegebene Ebe- 
nenpaar dnschliesst. Nähert sich die dritte Ebene einer der ge- 
gebenen Ebenen, so dass sie nahe zu mit ihr zusammenfällt, so 
fällt auch die vierte harmonische Ebene nahe xu -mit ihr zuf 
sammen. 

Sind die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren, welche durch 
dieselbe gerade Linie geheir, in der Form (8) gegeben, so er- 
hält man die Bedingung, dass diese beiden Ebenenpaare harmo«- 
nisch seien, indem man den Ausdruck (9) gleich — l se'tzt; worauiS 
die Bedingungsgleichung für, zwei harmonische Ebenenpaare (8) 
hervorgeht: 

(12) ^(^ - U^ + (i) i^i + (iil + ^,(ii = 0. 

Auch diese Gleichung liefert den Beweis, dass von zwei har- 
monischen Ebenenpaaren drei. Ebenen die vierte unzweideutig be- 
stimmen. 

Da durch ein gegebenes Ebenenpaar das ihm' zugeordnete 
harmonische Ebenenpaar nicht vollständig bestimmt ist, so wer- 
den zwei gegebene Ebenenpaare dazu erforderlich sein, was die 
Auflösung der folgenden Aufgabe bestätigen wird. 

(13) . : . Dasjenige Ebenenpaar zu bestimmen, welches 
harmonisch ist zu zwei Paar Ebenen, die 
sich in derselben geraden Linie schneiden. 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Ebenenpaare: 

und die Gleichung des gesuchten Ehenenpaares: 

dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Ebenen- 
paare unter folgenden Bedingungen: 

^f* - a(^ + ^) (^0 +.f*o) + h.ff'o = 0, 
^f* — i(^ + i») (^1 + f*l) + ^ifti = 0. 
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Da in diese Gleichungen das Product Afi und die Summe l + fi 
der Unbekannten in linearer Weise eingehen, so kann man ihre 
Werihe unzweideutig berechnen, und daraus eine quadratische 
Gleichung bilden, deren Wurzeln die Unbekannten selbst sind. 

Die angestellte Untersuchung lehrt, dass es immer ein be- 
stimmtes Ebenenpaar giebt , welches harmonisch ist zu zwei ge- 
gebenen Ebenenpaaren, die durch dieselbe gerade Linie gehen. 
Dieses Ebenenpaar ist reell oder imaginär, je nachdem die Wur- 
zeln der erwähnten quadratischen Gleichung reell oder imaginär 
sind. 

Drei Paare Ebenen, welche' durch dieselbe gerade Linie ge- 
ben, bilden eine Involution, wenn ein viertes Ebenenpaar ge- 
funden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei 
Ebenenpaare. 

Zwei gegebene Ebenenpaare, die durch dieselbe gerade Li- 
nie gehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige Ebenen- 
paar, welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen Ebenen- 
paare. Ein drittes zu dem letzteren harmonisches Ebenenpaar 
wird also mit den beiden gegebenen eine Involution bilden. 
Da aber von diesem dritten Ebenenpaare eine Ebene beliebig 
durch jene gerade Linie gelegt werden kann, wodurch erst die 
andere bestimmt ist, so sieht man , dass von drei Ebenenpaaren 
der Involution fünf durch ein und dieselbe gerade Linie gehende 
Ebenen beliebig gewählt werden können, dass die sechste aber 
durch sie bestimmt ist. 

Zwischen drei Paaren Ebenen, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen, wird daher eine Bedingungsgleichung stattfinden 
müssen, wenn die Ebenenpaare eine Involution bilden sollen. 

(14) ... Es sind die Gleichungen von drei Paar Ebe- 
nen gegeben, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen: 

r,-x,v, = o, r,-x,F, = o', F, ~A,ri = o, • 

^'0 — 1^0^1 = 0, Fo — ^iFj = o, V^— (itViZ=o, 
die Bedingung anzugeben, unter welcher 
diese drei Ebenenpaare eine Involution bil - 
den. 
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Bilden die angegebenen drei Ebenenpaare eine Involution, 
so bat man nacb der Definition ein Ebenenpaar: • 

F,-ftF, = 0, 
welches zu jedem derselben harmonisch ist; was zutrifft unter 
den Bedingungen: 

^.<* — i(^ + f*) (^0 + N) + Kh = 0» 

^f* ~ i(^ + f*) (^1 + f*i) + ^if*i = ö, 

^f* — i(^ + ^) (^ + f^) + hH — 0. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen kff und l + (i, welche 

linear darin vorkommen, so erhält man die gesuchte Beding^ings« 

gleichung, der man leicht folgende Form geben kann: 

(15) . . . (^0 — ^t) (^1 — f*i) (^« — f*o) + (f*o'— .^i) C**i — ^2) (f*2 — ^0) = 0- 

Wenn man in dieser Gleichung setzt 1^^= fi^= X und zugleich 
A, == jx, =3 fi, so geht dieselbe über in die Bedingungsgleichung 
für vier harmonische Ebenen, die man erhält, indem man jien Aus- 
druck (9) gleich — 1 setzt. Aus dieser Bemerkung fliesst der Satz : 
Wenn von drei Ebenenpaaren der Involution das 
eine Ebenenpaar mit einer Ebene,, ein zweites Ebe- 
nenpaar mit einer zweiten Ebene zusammenfallen, 
so ist das dritte Ebenenpaar der Involutionharmo- 
nisch zu den beiden Ebenen. 

Jede drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Li- 
nie gehen, lassen sich analytisch auch so darstellen: 

Ai = 0, A^ — (i^Ai =^0, Aq — fi^Ai = , 

indem man annimmt, Aq = und Ai = seien die Gleichungen 
des ersten Ebenenpaares in der Normalform. Die Bedingung, 
unter welcher diese drei Ebenenpaare eine Involution bilden, er- 
hält man aus (15)> wenn man setzt; ^^ = 0, [1^ = 00, nämlich: 

^1 ^i — ^ f*t = 0. 
Erinnert man sich aber der geometrischen Bedeutung der Grössen 
^1 /^i ' ^t l^2> ^ kann man diese Gleichung auch so darstellen, wenn 
man mit 0,1 das erste, mit 2,3 das zweite und mit 4,5 das dritte 
Ebenenpaar bezeichnet: 
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sin 20 'siii 30 sin 40 sin 50 



(16) 



^in 21 sin 31 sin 41 sin 51 



Diese Gleichung kann als Definition der eine Involution bil- 
denden Ebenen dienen. Man erhält aus ihr noch zwei andere 
Relationen, indem man das Ebenenpaar 0, 1 mit 2, 3 oder mit 4,5 
verlauscht, die aber durch diese bedingt werden. 

Wenn man die Gleichungen Vq= o und F, == o des Ebe- 
nenpaares zu Grunde legt, welches harmonisch ist zu jedem der 
drei Ebenepaare , die eine Involution bilden , so stellen sich die 
drei Ebenenpaare der Involution in der Form dar: 

(17) .... F, - i,r, = 0, r„ - A,r, r^ o, f, - i,v, = o, 

^0 + K^i = 0. Vo + h^i = 0, F, + X,V, ^ 0. 
auf welche Form sich jeda di*ei Ebenenpaare der Involution zu- 
rückführen lassen müssen. 

Um in symmetrischer Weise die Gleichungen von drei 
Ebenenpaaren der Involution durch drei Symbole darzustelleu, 
setze man : 
V IV — ^0 TT 1 rr — U\ Y i Y — V% 

Alsdann hat man die identische Gleichung: 

(18) ^0+ ^1 + V^=o 

und die Gleichungen (l7) nehmen die Form an: 

wenn man mit ^^ /tt,, |u, die Ausdrücke bezeichnet : 

Kt ~~~ Ao ^^^ ^2 ~~~" Ag Aq '^~ Aj ^^^ 



Da die Grössen \ii^, fij, jUj eben so willkürlich sind als die 
Grössen A^, A„ Aj, so w erden die Ebenenpaare eine Involution bil- 
den , wenn man unter der Bedingung (18) , welche ausdrückt, 
dass die Ebenen t/^, ^,, 77, sich in ein und derselben geraden Li- 
nie, schneiden, ihren Gleichungen die Form (l9) geben kann. 

Um noch neben den Relationen. (16) zwischen den Sinus 
der Neigun^winkel der Ebenen der Involution andere abzuleiten, 
die aile eine Folge sein müssen der einen unter (l6) aufgeführ- 
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ten Gleichung, führe man für die Ebenen ü^,» ^i» ^t ^^^^ Norinal- 
fornien ein, indem man setzt: 

wodurch die Gleichungen (18) und 19) übergehen in: 

m 4» + dl + i« = o. 

^ Qo Qi Qi 

^0 -- , ^j = , ^, =5 o. 
j^l ^Lp^rro _dl -^0 . ^ "-^0 dL=/) 

Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respective mit 
Bq, 5i, Bj und erinnert sich der geometrischen Bedeutung der 
Grössen : 

fttgi __ sHi ^o^i /*sHp2 __ sin_^l_^ jt^ngo sin ^g^p 

ftg^t sinÄQU^,' Mo Po shiÄ, ^o' frtjpi siii/?g^i 

so erhält man durch Multiplication dieser Gleichungen: 

/^\ . sin ^0^1 . sin^f^, . sinBoÄ^ 

^ ^ ' ' ' " sin-ffo^2 • sin^i^o • sin/^g^i* 

woraus sich durch Vertauschung von A^ mit B^^, oder von ^, mit Bi 
oder von J^ mit J^g noch drei andere Gleichungen ableiten las- 
sen, von denen Jede als Definition dienen kann der Ebenen der 
Involution. 



Die angestellten Betrachtungen bieten ein Mittel die am Ende 
der vorhergehenden Vorlesung entwickelten Sätze weiter auszudeh- 
nen. Denn nehmen wir a<i, dass: 

Aq =•- , A^ =,ö , Aj^ = 

die Gleichungen von irgend drei Ebenen seien in der Normal- 
form, die sich in einem Punkte P schneiden, oder, was dasselbe 
ist, die drei von einem Punkte P ausgehende gerade Linien paar- 
weise verbinden, so sind: 

■^ -^ _- Q -^ ^ = ~ — 

die Gleichungen von drei Ebenen^ die eine vierte von P aus- 
gehende gerade Linie immer mit einer der drei ersteren ver- 
binden. Die angegebenen Gleichungen stellen mithin drei Ebenen- 
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paare dar, die vier beliebige von einem Punkte P ausgebende ge- 
rade Linien paarweise verbinden. 

Die Uebereinstinnnung dieser drei Gieichungspaare zwischen 
welchen aber im Allgemeinen nicht die identische Gleichung (20) 
obzuwalten braucht, mit (2l), beweiset, dass drei £benenpaare 
der Involution ein specieller Fall sind von drei Ebenenpaaren, 
welche vier von ein und demselben Punkte ausgehende gerade 
Linien paarweise verbinden. Denn lässt man die vier von ein 
und demselben Punkte ausgehenden geraden Linien nahezu in 
eine zusanunenfallen , so wird nahezu auch die Gleichung (20) 
erfüllt, das heisst, ^nahezu alle Bedingungen für die Ebenen der 
Involution. 

Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respective mit 
Bq,B^, Bf, so hat man in gleicher Weise zwischen den Neigungs- 
winkeln der drei Ebenenpaare allgemein die Relation (22), sowie 
die drei anderen Relationen, welche aus ihr gefolgert wurden. 

Lässt man den Punkt P in das Unendliche fallen, so wer- 
den die vier von ihm ausgehenden geraden Linien vier beUebige 
parallele Linien, und zwischen den Sinus der Neigungswinkel 
der drei Ebenenpaare, welche diese Linien paarweise verbinden, 
findet die Gleichung (22) statt. . Da diese Gleichung aber die Be- 
dingung ist für Ebenen der Involution, so wird man solche 
erhalten, wenn man durch eine gegebene gerade Linie sechs 
Ebenen legt, welche parallel sind mit drei Ebenenpaaren, welche 
irgend vier mit der gegebenen geraden Linie parallele Linien 
paarweise verbinden. Diese Bemerkung giebt ein Mittel an die 
Hand zu fünf beliebig durch ein und dieselbe gerade Linie ge- 
hende Ebenen die sechste Ebene der Involution zu bestimmen. 

Durch jede der drei Schnittlinien der Ebenen J^, A^, A^ ge- 
hen drei Ebenen der beschriebenen Raumfigur. Die vierten har- 
monischen Ebenen haben zu Gleichungen: 

Da nun zwischen den linken Theilen dieser und der vorher- 
gehenden Gleichungen identische Relationen sattfinden wie: 

so hat man nach (id) des vorhergehenden Abschnittes einen Satz. 
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Um diesem Satze eine elegante Fassung zu geben, projicire 
man die beschriebene Raumflgur von dem Punkte P als Mittei- 
punkt ein^r Kugel von dem Radius l auf die Oberfläche dieser 
Kugel. Nennt man dayn harmonische grösste Kreise der 
Kugeloberfläche solch«, deren Ebenen harmonische Ebenen 
sind, so begrenzen die Ebenen ^o, ^i, ^2 ein sphärisches Dreieck, 
von welchem der Satz erwiesen ist: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku- 
geloberfläche jgrösste Kreise zieht nach den Ecken 
eines sphärischen Dreiecks, un<i in Jeder Ecke den 
vierten harmonischen grössten Kreis construirt, so 
schneiden sich zwei von den letzteren Kreisen in ei- 
nem Punkte, durch welchen auch der durch die dritte 
Ecke des Dreiecks und den beliebigen Punkt gelegte 
grösste Kreis geht. 

Aehnliche Betrachtungen angestellt an folgenden Gleichungen: 

ÜQ «1 «2 

_ do + ^ 4. ^ = . 
flo «I ß« 

do — dl + :!« = 0, 

-fo , ^ _ ^ _o, 

«0 «I «2 

wie in der vorhergehenden Vorlesung an den entsprechenden Glei^ 
chuDgen, in denen a^= a, = a, = 1, führen zu den Sätzen: 

Wenn man v«n irgend einem Punkte der Kugel- 
oberfläche nach den Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks grösste Kreise zieht, und in jeder Ecke den 
vierten harmonischen grössten Kreis construirt, so 
schneiden letztere die gegenüberliegenden Seiten des 
Dreiecks in drei Punkten, die auf einem grössten 
Kreise liegen. 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku- 
geloberfläche nach den Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks drei grösste Kreise zieht und in einer Ecke des 
Dreiecks den vierten harmonischen grössten Kreis 
construirt, so schneidet dieser die gegenüberliegende 

Hess«, Analyl. Geonielr. 3 
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Seite des Dreiecks in einem Punkte. Die von dem belie- 
bigen Punkte nach den beiden anderen Ecken des Drei- 
ecks gezogenen grössten Kreise schneiden die Ge- 
genseiten des Dreiecks in zwei Punkten. Diese drei 
Schnittpunkte liegen auf einem grössten Kreise. 

Dieser Satz ist besonders nichtig, weil er lehrt auf lineare 
Weise, das heisst durch Zuziehung allein von grössten Kreisen, zu 
drei von einem Punkte ausgehenden grössten Kreisen den vierten 
harmonischen zu finden; oder, was dasselbe ist, zu drei Ebenen, 
welche sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, die 
vierte harmonische Ebene ohne weitere Hülfe als von Ebenen zu 
construirep. 

Es bleibt noch übrig einen Satz zu entwickeln, der in linearer 
Weise zu fünf Ebenen, die sich in ein und derselben geraden Li- 
nie schneiden, die sechste Ebene der Involution construiren lehrt. 
Diesem Zwecke wird die folgende Betrachtung entsprechen. 

Es seien wie vorhin die Gleichungen von drei Ebenen , die 
sich in einem Punkte P schneiden : 

Aq==^ , A^ = o , ^2 r= 0. 
Eine vierte beliebig- durch den Punkt P gelegte Ebene E stellt 
sich analytisch unter der Form dar: 

du + ^ + ^« = 0. 

«0 fl, flg 

Dass dieses die Gleichung einer durch P gehenden Ebene ist, 
ist nach (14) der vorhergehenden Vorlesung ausser Zweifel. 
Dass diese Ebene aber im Uebrigen beliebig ist, beweiset man 
auf folgende Art. 

Eine beUebige durch den Punkt P gehende Ebene E schnei- 
det die Ebene A^ in einer durch P gehenden geraden Linie p. 
Die Gleichung der Ebene , welche durch p und die Schnittlinie 
von Ai uud A^ hindurchgeht, stellt sich unter der Form dar: 

A A 

-^ + -^ = 0. Da diese Ebene aber die Ebene ^^ = ^ in der 

geraden Linie p schneidet, und — + (^ + :^^ := o mit dem 

willkürlichen Divisor a„ alle Ebenen darstellt, welche durch die 
gerade Linie p hindurchgehen, so lässt sich dieser Divisor im- 
mer so bestimmen, dass die zuletzt angegebene Gleichung der 
l)eliebigen durch P gelegten Ebene entspricht. 
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Demnach stellen sich die Gleichungen von drei Ebenen, die 
durch eine beliebige durch P gehende gerade Linie q und durch 
die Schnittlinien der- Ebenen A^^, A^, A^ gelegt sind, also dar: ' 

A\ A^ A^ Aq ^__ Aq A^ 

A| Aj Aj Aq Aq A| 

Die Gleichungen' der drei Ebenen aber, welche durch q und durch 
die Schnittlinien der Ebene E mit den Ebenen Aq, A^, A^ gelegt 
werden, sind folgende: 

Oi^fAi _ ^\ __ a^ /An _ Aj\ __ 

«o/-^ _ A^\ _ «f (A^ __ :^o\ 

Denn diese Gleicjiungen haben auch die* Form: 

gfgp /^ 4. fli J. jfsX __ fli A2 gp ^1 j ^ I go\ ___ Q 

gp«! /A 4. :^ -L :^\ _ dbf^o^ih + ^ 4. ^\ = 

^0^ \«0 «1 «2/ ^2 V0^1«2 ^0 ^1/ 

Setzt man nun: 

^N -^ rr ^ j^P _ TT -^ "^ ___ TT 

Aj A2 Aj Aq Aq Aj 

so hat man zuerst die identische Gleichung: 

und die sechs durch die gerade Linie q gelegten Ebenen stellen 
sich unter der Form dar: 

Arj ^2 *2 *0 "'O "l 

Diese sechs Ebenen bilden, wie der Vergleich mit (l8) und (19) 
lehrt, eine Involution. 

Ueberträgt man diesen Satz auf die. Kugeloberfläche, so 
lautet er also: 

Wenn man einen beliebigen Punkt der Kugelober- 
fläche durch sechs grösste Kreise verbindet init den 
sechs Schnittpunkten von irgend vier gröss.ten Krei- 

3* 



36 Dritte Vorlesung, 

sen, so-bilden die sechs Verbiadungskreise eine Invo- 
lution. 

Man nennt vier gerade Linien, welche in del»selben Ebene 
von ein und demselben Punkte ausgehen, harmonische Li- 
nien, wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die 
Bedingungsgleichung (lo) stattfindet. Es bilden ferner drei in der- 
selben Ebene von einem Punkte ausgehende Linienpaare eine 
Involution von sechs geraden Linien, wenn zwischen 
den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die Bedingungsgleichung 
(22) obwaltet. Dieses vorausgesetzt, kann man die angegebenen vier 
Sätze der Kugeloberfläche, indem man annimmt, dass die Figu- 
ren, von welchen sie handeln, nur einen sehr kleinen Theil der 
Kugeloberfläche umfassen, auf die Ebene übertragen. 

Harmonische Linien von dem Mittelpunkte der Kugel aus- 
gehend auf die Kugeloberfläche projicirt, werden harmonische 
Punkte der Kugeloberfläche genannt. Zwischen den Bo- 
gen grösster Kreise, welche sie verbinden, findet die Bedingungs- 
gleichung .(lü) statt, welche zugleich als Definition der harmoni- 
schen Punkte der Kugeloberfläche dient. 

Ebenso schneiden sechs von dem Mittelpunkte der Kugel 
ausgehende gerade Linien der Involution die Kugeloberfläche in 
sechs Punkten der Involution auf der Kugeloberfläche. 
Zwischen den sie verbindenden Bogen grösster Kreise hat man 
die Bedingungsgleichung (22), welche ebenfalls als Definition der 
Punkte der Involution auf der Kugeloberfläche zu. betrachten ist. 

Gestützt auf diese Definitionen kann man mit Hülfe des in 
der vorhergebenden Vorlesung in (15) beschriebenen Principes 
der Kugel aus den angegebenen vier Sätzen folgende ableiten: 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Dreiecks, 
oder ihre Verlängerungen, durch einen grössten 
Kreis durchschneidet und zu diesen Schnittpunkten 
auf den Seiten des Dreiecks die vierten harmonischen 
Punkte construirt, so liegen je zwei von diesen 
harmonischen Punkten und der dritte Schnittpunkt 
auf einem grössten Kreise. 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, durch einen gröss- 
ten Kreis schneidet und auf jeder Seite des Drei- 
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ecks den vierten harmonischen Punkt constriiirt, so 
schneiden sich die drei grössten Kreise', welche 
die harmonischen Punkte mit den gegenüberliegen- 
den Ecken des Dreiecks verbinden, in ein und dem- 
selben Punkte. 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, durch einen gröss- 
ten Kreis schneidet, und zwei von diesen Schnitt- 
punkten durch grösste Kreise mit den gegenüber- 
liegenden Ecken des Dreiecks verbindet, so schnei- 
den sich diese in einem* Punkte, durch welchen 
aucJi derjenige grösste Kreis hindurchgeht, wel- 
cher den zu dem dritten Schnittpunkt harmonischen 
Punkt mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks 
verbindet. 

Drei Paare grösster Kreise, welche irgend vier 
Punkte der Kugeloberfläche paarweise verbinden, 
schneiden irgend einen . anderen grössten Kreis in 
Punkten der Involution. 

Die beiden letzten Sätze lehren zu drei auf einem gröss- 
ten Kreise der Kugeloberfläche gegebenen Punkten den vierten 
harmonischen, und zu fünf Punkten der Involution den sechsten 
in linearer Weise construiren. 

Die Bedingungsgleichung (lo) für harmonische Punkte auf 
dem grössten Kreise der Kugeloberfläche geht über in : 

(23) m + m-o 

^^^^ - ' : • • (21) ^ (31) — ^' 

wenn man annimmt, dass die harmonischen Punkte unendlich 
nahe an einander liegen , und die sie ' begrenzenden Stücke des 
grössten Kreises können als gerade Linien betrachtet werden. 

Ebenso geht die Bedingimgsgleichung (22) für Punkte der 
Involution auf einem grössten Kreise der Kugeloberfläche über in: 

[^V ''-:'' ' * — ^B,A,) . (B.Ao) . (B,A,) 

wenn die Punkte der Involution unendlich nahe an einander lie- 
gen, und die sie begrenzenden Stücke des grössten Kreises wer- 
den gerade Linien. 
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Niiumt man daher die Gleichung (23) als Definition der har- 
monischen Punkte auf einer geraden Linie, imd die 
Gleichung (24) als Definition der Punkte der Involution 
auf einer geraden Linie, so lassen sich durch das unendlich 
Kleine die angegebenen vier Sätze der Kugeloberfläche ohne 
Sch^vierigkeit auf die Ebene übertragen. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die in der vor- 
hergehenden Vorlesung angedeuteten Betrachtungen des Tetrae- 
ders auf Grund der in dieser Vorlesung entwickelten Sätze sich 
leicht ausdehnen lassen, was zu interessanten Sätzen führt über ein 
Tetraeder in Verbindung, mit einem beliebigen Punkte des Raumes. 



Vierte Vorlesung. 

Das Pascal'sche Sechseck und damit verwandte 

Figuren. 



Die geschickte Anwendung der in' den beiden vorhergehen- 
den Vorlesungen eingeführten Symbole führt oft mit solch über- 
raschender Einfachheit zu complicirten geometrischen Sätzen, dass 
es gerechtfertigt erscheint, diesem Gegenstande noch einen kur- 
zen Abschnitt zu widmen. 

Man weiss, dass, wenn: 

/? = 0, iR'=o, r'=-Oy 

die gegebenen Gleichimgen von irgend drei Ebenen sind, welche 
sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, sich X und V 
so bestimmen lassen, dass folgende identische Gleichung erfüllt wird: 

R ä' / 

Setzt man daher — z^ r, ^ = r , so stellen die Gleichungen : 

irgend welche drei Ebenen dar, welche sich in ein und derselben 
geraden Linie schneiden unter der Bedingung: 

(l) r -f- r -f- r" ^ 0. 
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Man kann daher sagen , dass die identische Gleichung (i) die 
Bedingung der angegebenen Figur ausdrucke, welche besteht aus 
drei Ebenen r, die sich in ein uiA derselben geraden Linie 
sehneiden. 

Um diese Figur weiter auszuführen, nehme man auf der ge- 
meinsamen SchnittUnie der drei Ebenen r einen Punkt P als die 
Spitze einer dreiseitigen Pyramide A^ deren drei Seitenkanten re- 
spective in den Ebenen r liegen. Die Bedingungen der so er- 
weiterten Figur werden dann durch (l) und in gleicher Weise 
durch die identischen Gleichungen ausgedrückt : 

(2)....« — a ^=:ir, a — a=^r ^ a — a = r , 

indem a = o, a = o, a = o die Seitenflächen der dreiseitigen 
Pyramide A analytisch darstellen. 

Beschreibt man noch zwei andere dreiseitige Pyramiden B 
und C mit der gemeinsamen Spitze P, deren Seitenkanten gleich- 
falls in den Ebenen r liegen , so drücken sich die Bedingungen 
des hinzugekommenen Theiles der Figur in gleicher Weise durch 
die identischen Gleichungen aus: 

(3) . . .. ft'_ft"=r, h''-b = r\ h-h'=r\ 

(4)....c — c ^^= r, c — c z= r , c — c zz^ r , 

Die Bedingungen der beschriebenen sehr complicirten Raum- 
fignr drucken sich hiernach durch die zehn aufgestellten Glei- 
chungen auf ganz einfache Weise aus. Der Vortheil dieser Aus- 
drucksweise besteht aber darin, dass man aus den übersichtiichen 
identischen Gleichungen andere eben so einfache ableiten kann, 
deren geometrische Deutung Eigenschaften der Figur leicht er- 
kennen lässt. Denn stellt man folgende Gleichungen: 
h — c :z^ Q, c — a ^B q\ a — h ^ q' 

als Definition auf der Symbole q^ q\ q'\ so sieht man , dass aus 
den angegebenen zehn identischen Gleichungen folgende hervor- 
gehen : 

(5) Q + 9 + q'=o. 

(6) . . . . ^ — c = ^, c — a =^ Q, a — b ^ p". 

(7J....0— c^(>, c — a = Q, a — h = Q . 

/-.\ ./' 'f " ^f ' ff x/r ff 

(8)....ft— c^r=^, c -- a =^Q, a — b ^ Q . 
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Die letzten 9 Gleichungen beweisen, dass die Ebenen b und c, 
\t und c, ft"und c" sich in drei geraden Linien schneiden, welche 
auf einer Ebene q liegen^ # s. w., und die Gleichung (5) , dass 
\lie drei Ebenen 9 durch ein und dieselbe gerade Linie gehen. 

Alle Ebenen, von welchen die beschriebene Raumfigur han- 
delt, gehen durch -ein und denselben Punkt P. Die Projectionen 
derselben auf eine Kugeloberfläche, deren Mittelpunkt P ist, 
werden daher grösste Kreise, und die bewiesenen Eigenschaften 
der Raumfigur lassen sich als Satz auf der Kugeloberfläche also 
ausdrücken: 

Wenn die Ecken von drei sphärischen Dreiecken 
auf drei grössten Kreisen r der Kugeloberfläche 
liegen, welche sich in ein und demselben Punkte 
schneiden, so schneiden sich die entsprechenden 
Seiten jc^ zweier dieser Dreiecke in drei Punkten, 
welche auf einem grössten Kreise q liegen, und die 
drei grössten Kreise q schneiden sich wieder in ein 
und demselben Punkte der Kugeloberfläche. 

Das Princip der Kugel lüsst aus diesem Satze folgenden her- 
vorgehen: ^^ 

Wenn die Seiten von drei sphärischen Dreiecken 
durch drei Punkte r der Kugeloberfläche gehen, 
welche anf einem grössten Kreise liegen, so schnei- 
den sich die drei grössten Kreise, welche die ent- 
sprechenden Ecken von je zwei Dreiecken verbinden, 
in ein und demselben Punkte q, und die drei Punkte^ 
liegen auf einem grössten Kreise. 

Dass diese Sätze der Kugeloberlläche ebenfalls für die Ebe- 
nen gelten, wenn man für die grössten Kreise gerade Linien in 
der Ebene nimmt, bedarf nach dem Vorhergehenden kaum der 
Erwähnung. 

Um eine zweite Anwendung zu machen von den Symbolen 
der Ebenen, betrachten wir irgend eine sechsseitige Pyramide, 
deren gegenüberliegende Seitenflächen sich paarweise in drei ge- 
raden Linien schneiden, welche in ein und derselben Ebene lie- 
gen. Eine solche sechsseitige Pyramide nennen wir eine Pas- 
caFsche Pyramide nach dem Entdecker der Eigenschaften 
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derselben, und die Ebene, in weicher sich die gegenüberliegen- 
den Seitenflächen derselben paarweise schneiden, nennen wir die 
der Pyramide zugehörige Pascai'sche Ebene. 

Die Bedingungen der Pascarschen Pyramide drüclien sich 
nun einfach durch folgende drei identische Gleichungen aus: 

a — a =r , 

(9) b--b' = r\ 

c ^ c = r , 

indem a = o und a =so, b := o und b' = o, c = o und c ^=a 
die Gleichungen der gegenüberliegenden Seitenflächen der Pyra- 
mide vorstellen , und r" = o die Gleichung der ihr zugehörigen 
PascaFschen Ebene. 

Alle diese Ebenen, sowie diejenigen, welche in der Folge 
betrachtet werden, gehen durch die Spitze P der Pyramide. 

Definirt man nun die Ausdrücke a\ b'\ c durch die identi- 
schen Gleichungen: 

(10) ...«'• -|- 6 + c'== 0, a + ft' + c'^ 0, d -f- 6"+ c ^i o^ 

so hat man mit Zuziehung der identischen Gleichungen (9) auch 
folgende : 

(11) . . . a" + ft' + c ^ 0, a + 6"-f- c ^ 0, a' + 6 + c"^ o. 

Diese sechs identischen Gleichungen beweisen, dass a' = o, 
b''=o, c" = die Gleichungen von drei Ebenen sind, welche 
die gegenüberliegenden SeitenkanteQ der sechsseitigen Pyramide 
paarweise verbinden. Wir bezeichnen jsie mit dem Namen der 
Diagonalebenen der sechsseitigen Pyramide. 

Definirt man ferner zwei andere Ausdrücke r und / durch 

die identischen Gleichungen: 

/ ^/ ff ____ / 

a — a ^ r, a — «mr, 

so hat man mit Berücksichtigung von (lo) und (ll): 

' // // / 

a — a ^ r, a — a zi:z r , 

(12) 6' - ft" = r, 6" — 6 = r, 

/ /f /# / 

c — c =^ r, c — c=^ r, 

und aus (9) und (|2) folgt: 

(13) r + / + r'=o. 



42 Vierte Vorlesung. 

Noch andere identische Gleichungen von derselben Form er- 
hält man, wenn man drei Ausdrücke q, q\ (>" durch die identi- 
schen Gleichungen delinirt: 

b — c ^ Q, c — a ^ q\ a ^ b ^ q\ 
aus welchen man mit Zuziehung der vorhergehenden Gleichungen 
leicht folgende ableiten kann : 

b — c ^=. Q, c — a ^ q\ a — h ^ q\ 

(14) ....0— c=.p,^ c — a =^ q, a — b =i Q , 

b — c r= Q, c — a = Q , a — b =^ Q . 

(15) 9 + q' + q'^ 0. 

Die fünf Systeme Gleichungen (12) und (i4) sind conform 
mit dem Systeme (9)> den Bedingungen der Pascarschen Pyramide. 
Sie sind also die Ausdrücke für andere Pascal* sehe Pyramiden, 
die in der betrachteten ihren Ui*sprung haben, und die Gleichun- 
gen (I3) und (15) liefern den Beweis, dass die diesen Pyramiden 
zugehörigen PascaFschen Ebenen sich zu dreien combinirt in ein 
und derselben geraden Linie schneiden. 

Forscht man aber diesem Ursprünge näher nach, so ersieht 
man aus (i2), dass die geraden Seitenflächen und dip drei Dia- 
gonalebenen der gegebenen PascäFschen Pyramide eine zweite, 
und dass die ungeraden Seitenflächen und die drei Diagonal- 
ebenen der gegebenen Pascarschen Pyramide eine dritte PascaF- 
sche Pyramide bilden, beide mit denselben Seitenkanten als die 
gegebene Pyramide. Die diesen drei Pyramiden entsprechenden 
Pascal*schen Ebenen r schneiden sich nach (I3) in ein und der- 
selben durch die gemeinsame Spitze der Pyramiden gehenden ge- 
raden Linie. 

Die sechs Seitenflächen und die drei Diagonalebenen der 
gegebenen Pascarschen Pyramide bilden aber zu sechs combinirt 
nach (14) noch drei andere PascaFsche Pyramiden mit denselben 
Seitenkanten als die gegebene. Die ihnen entsprechenden Pas-' 
cal'schen Ebenen q schneiden sich nach (l5) in einer durch die 
geriieinsame Spitze der Pyramiden gehenden geraden Linie. 

Nennt man, um die bewiesenen Sätze durch Projection von 
der gemeinsamen Spitze P der Pyramiden als Mittelpunkt auf die 
Kugeloberfläche zu übertragen, ein sphärisches Sechseck auf der 
Kugelojjerflächc ein Pascal'sches Sechseck auf der Kugel- 
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Oberfläche, wenn die gegenüberliegenden Seiten desselben sich 
paarweise in drei Punkten schneiden, die auf einem grössten 
Kreise, dem PaspaTschen Kreise des Sechsecks, liegen, 
so kann man denselben folgenden Ausdruck geben: 

Wenn auf der Kugeloberflächa irgend ein Pas- 
caTsches Sechseck gegeben ist, so bestimmen die 
sechs Seiten und Jie drei Diagonalen desselben als 
Seiten zu sechs combinirt zwei Gruppen von drei 
PascaTschen Sechsecken, deren Ecken mit den 
Ecken des gegebenen Sechsecks zusammenfallen. 
.Die Sechsecke der ersten Gruppe sind das gegebene, 
ein zweites Sechseck, gebildet aus den geraden Sei- 
ten des gegebenen und den drei Diagonalen, und ein 
drittes Sechseck, gebilde't aus den ungeraden Seiten 
und den Diagonalen. Die PascaTschen Kreise r der 
ersten Gruppe schneiden sich in ein und demsel- 
ben Punkte; ebenso schneiden sich die PascaT- 
schen Kreise q der zweiten Gruppe wieder in einem 
Punkte. 

Aus der Uebereinstimmung der in dieser Untersuchung auf- 
gestellten Gleichungen mit den Gleichungen, welche die vorher- 
gehende darbot, ist man zu schliessen berechtigt, dass beide 
Untersuchungen in ihrem Verlauf dieselben Raumfiguren eVgeben. 
Den einzigen Unterschied führen die Gleichungen (lo) und (ll) 
herbei, welche in der ersten Untersuchung fehlen. Da diese Glei- 
chungen aber eine Beschränkung ausdrücken, so sieht man, dass 
die Figur der letzten Untersuchung einen specielleren Charak- 
ter hat. 

Um schliesslich noch eine Eigenthümlichkeit der beschriebe- 
nen specielleren Raumfigur vorzuführen, definiren wir drei Aus- 
drücke R, und drei Ausdrücke P diuxh folgende identische Glei- 
chungen: - ' ' 

(16) r -r' = R\ q - q'= P\ 

r — r — R , ^_-^ = p, 

woraus mit Hülfe der vorhergehenden identischen Gleichungen 
folgende hervorgehen: 
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Ä'+ P = 3«, ä'. + P=3a', E''+P=ia, 

in) . . . . Ä + P'= 3ö, B'+ P'= 36', Ä"+P'=3fe", 

Ä + P''= 3c, Ä' + P'^ 3c', ä"+ P"^ 3c". 

Vergegenwärtigt man .sich die Gleichungen (|3), (l5) und (16) 
so sieht rnan, dass JR = o, Ä' = o, jR"= o die den drei Ebenen 
r, /, r" in ihren möglichen Combinationen entsprechenden vierten 
harmonischen Ebenen; und dass P= o, P'= o, F"z= o die den 
drei Ebenen q, q\ q" entsprechenden vierten harmonischen Ebe- 
nen darstellen, während die Gleichungen (l7) den Beweis liefern, 
dass die drei vierten harmonischen Ebenen der ersten Gruppe 
die drei vierten harmonischen Ebenen der zweiten Gruppe in 
neun geraden Linien schneiden , welche auf den Seitenflächen 
imd den Diagonalebenen der betrachteten Pascarschen Pyramide 
liegen. 

Man hat daher im Anschhiss an den oben angegebenen Satz 
folgenden : 

Die drei vierten harmonischen grössten Kreise 
zu den drei PascaTscheii Kreisen r schneiden die 
drei vierten harmonischen grössten Kreise zu den 
drei PascaTschen Kreisen (> in neun Punkten, welche 
auf den Seiten und den Diagonalen des gegebenen 
PascaTschen Sechsecks liegen. 

Das Princip der Kugel angewendet auf diese Sätze führt 
auf neue Sätze. Alle diese Sätze kann man auch auf die Ebene 
übertragen , indem man gerade Linien in der Ebene für die 
grössten Kreise der Kugeloberfläche nimmt. 

. An die vorhergehende Betrachtung der Pascal'schen sechs- 
seitigen Pyramide, deren Bedingungen die Gleichungen (9) aus- 
drücken, schliessen w ir noch folgende zusätzliche Bemerkungen an : 

Wie eine zwischen den variabeln Coordinaten lineare Glei- 
chung eine Ebene' definirt, so deßnirt irgend eine gegebene Glei- 
chung zwischen denselben Coordinaten eine Oberfläche. Ist die 
gegebene Gleichung von d6r zweiten Ordnung, das heisst, be- 
steht sie aus Gliedern, die nur die Quadrate der Coordinaten 
und die Producte derselben in der zweiten Dimension neben Glie- 
dern der ersten und nullten Ordnung enthalten, so' nennt man 
die Oberfläche zweiter Ordnung. Hiernach ist zum Beispiel: 

(18) .... r'r" — r\a + h + c) + hc + ca + ah -= o 
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die Gleichung einer bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 
Diese Gleichung geht, wenn man a gleich o setzt, mit Rücksicht 
auf (9) über in: 

(r" — b) (r" — c) = b'c = o. 

Die Gleichung (l8) wird also erfüllt, wenn man a =s u und zu* 
gleich b' =: setzt, das heisst, für die Coordinaten aller Punkte, 
welche in der Schnittlinie der beiden £benen ac=i o und b' z= o 
liegen, die sich in einer Seitenkante der gegebenen PascaFschen 
sechsseitigen Pyranüde schneiden. Diese Seitenkante hegt daher 
in der durch die Gleichung (18) gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung. 

D^ sich dieselben Bemerkungen bei jeder Seitenkante jener 
PascaFschen Pyramide wiederholen, so hegen sämmtUche sechs 
Seitenkanten der gegebenen PascaFschen Pyramide in der durch 
die Gleichung (i8) gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung. 

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberfläche lässt sich 
leicht aus ihrer Grleichung (18) erkennen, wenn man die Spitze P 
der Pyramide in den Coordinatenanfangspunkt legt. Denn in 
dieser Voraussetzung werden die Ausdrüclvc a, b, c, r", woraus die 
Gleichung (18) zusammengesetzt ist, lineare homogene Ausdrücke 
von der Form: 

ux + vy + WZ, 

welche sämmtUch den Factor k erhalten, im Uebrigen aber un- 
geändert bleiben, wenn man für x, y, z respective setzt Ar.r, ky, kz. 
Durch diese Aenderung erhält der linke Theil der Gleichung (i8) 
den Factor Ar', bleibt aber im Uebrigen ungeändert. 

' Wenn daher x, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes 
der Oberfläche (l8) sind, so sind auch kx,ky,kz die Coordina- 
ten eines Punktes derselben Oberfläche. Geometrisch bedeutet 
dieses, dass jede gerade Linie, welche irgend einen Punkt der 
Oberfläche mit dem Coordinatenanfangspunkt P verbindet, in 
ihrer ganzen Ausdehnung in der Oberfläche hegt. Die Ober- 
fläche (i8) besteht daher aus lauter geraden Linien, die in 
dem Punkte P zusammenstossen. Eine solche Oberfläche 
nennt man. einen Kegel, und da derselbe durch eine Glei- 
chung zweiter Ordnung (l8) definirt wird, einen Kegel zweiter 
Ordnung. Man hat daher den Satz „dass die sechs Seitenkan- 
• ten einer Pascal'schen Pyramide in einem Kegel zweiter Ordnung 
liegen." 
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Um die wahre Bedeutung dieses Satzes, zu erkennen, bedarf 
es zweier Voraussetzungen , die freilich erst in den späteren Un- 
tersuchungen j)ewiesen werden, erstens, dass ein Kegel zweiter 
Ordnung durch fünf Kanten desselben unzweideutig bestimmt 
ist, ' zweitens, dass eine durch zwei Kanten des Kegels zwei- 
ter Ordnung gelegte Ebene den Kegel nur in diesen zwei 
Konten schneidet. [Wir weisen auf die vierzehnte Vorlesung hin, 
in welcher die Voraussetzungen bewiesen werden.] Denn macht 
man diese Voraussetzungen, so sieht man, dass der angegebene 
Satz alle Kanten des Kegels zweiter Ordnung linear construireri 
lehrl^, wenn fünf Kanten des Kegels gegeben sind; woraus wie- 
derum folgt „dass alle einem Kegel zweiter Ordnung einbeschrie- 
benen sechsseitigen Pyramiden PascaFsche Pyramiden sind." 

Definirt man einen sphäri^clien Kegelschnitt als die 
Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer Kugel, de- 
ren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt, so überträgt sich 
der bewiesene Satz auf die Kugeloberfläche wie folgt: 

Die Ecken eines PascaTschen Secksecks auf der 
Kugeloberfläche liegen auf einem sphärischen Kegel- 
schnitt. 

Der aus den angegebenen Voraussetzungen hervorgegangene 
Satz, auf die Kugeloberfläche übertragen, lässt sich also wieder- 
geben : 

Jedes einem sphärischen Kegelschnitt einbe- 
schriebene sphärische Sechseck ist ein PascaT- 
sches Sechseck. 

Das Princip der Kugel angewendet auf diese beiden Satze 
veranlasst die Frage, welches die Curve sei, die von den grössten , 
Kreisen der Kugeloberfläche berührt wird, deren Pole einen sphä- 
rischen Kegelschnitt beschreiben. Es lässt sich nachweisen, wozu 
die späteren Untersuchungen [in der vierzehnten Vorlesung über 
Kegel zweiter Ordnung]^ die Mittel bieten, dass diese grössten 
Kreise einen sphärischen Kegelschnitt berühren. Setzt man dieses 
als bewiesen voraus, so ergeben sich durch das Princip der Kugel 
aus den zuletzt angegebenen Sätzen neue, die sich gleich wie 
jene auch auf die Ebene übertragen lassen. 
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Fünfte Vorlesung, 
Der Punkt im Räume und Punkte im Räume. 



Wie die Lage eines Punktes im Räume durch drei Grössen, 
durch seine <loordinaten, unzweideutig bestimmt ist, so kann man 
auch die Lage einer beliebigen Ebene im Räume durch drei 
Grossen ausdrücken. Ist nämüch die Gleichung irgend einer 
Ebene: 
(l) ux + vy + WZ + l ===0 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder Ebene zu- 
rückführen lasst, so sieht man, dass die Lage dieser Ebene allein 
abhängt von den Werthen der Constanten u, VyW, welche linear 
in die Gleichung eingeben. Weil diese Constänten die Lage der 
Ebene im Räume unzweideutig bestimmen, so werden wir sie 
die Coordinaten der Ebenen nennen, oder Ebene ncoordin a- 
ten zum Unterschiede von den einen Punkt im Räume bestim- 
menden Punktcoordinaten. 

Sind demnach die Coordinaten u, v, tv einer Ebene gegeben, 
so kann man aus ihnen die Gleichung (i) zusammensetzen, die 
Gleichung der Ebene, durch welche die Ebene selbst im Räume 
bestimmt ist. Die Coordinaten der Ebene, geometrisch gedeutet, 
sind also die negativen reciproken Abschnitte, welche die Ebene 
auf den C6ordinatenaxen macht. 

Fragt man nach den Eigenschaften aller Punkte, deren Coor- 
dinaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung der Coordina- 
ten genügen , 'so weiss man , dass alle diese Punkte auf ein und 
derselben Ebene hegen. Die analoge Frage im Falle von Ebenen- 
coordinaten stellt sich so: welche Eigenschaften haben alle Ebe- 
nen, deren Coordinaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung 
genügen: 
(2) . Au + ßp + Cw + J) = 0, 

Es wird sich zeigen, dass alle diese Ebenen durch ein und 
denselben durch die Gleichung (:>) bestimmten Punkt hindurch- 
gehen. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in Punktcoor- 
dinaten lineare, Gleichung die Gleichung der Ebene genannt wurde. 
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so verlangt die Analogie in dem anderen Falle, dass man die 
gegebene, in Ebenencoordinaten lineare, Gleichung (2) die Glei- 
chung des Punktes nenne, durch welchen alle jene Ebenen 
gehen. Von dieser Benennungsweise soll in dem Folgenden ein 
vielfaltiger Gebrauch gemacht werden. 

Es bleibt aber noch nachzuweisen übrig, dass alle Ebenen (i), 
deren Coordinaten der Gleichung (2) genügen, wirklich durch ein 
und denselben Punkt hindurchgehen. Um diesen Nachweis zu füh- 
ren, kann man bemerken, dass in der Gleichung (2) die Coordina- 
ten w, V beliebige Werthe annehmen, dass aber der Vi^erth von w 
durch sie bestimmt ist. Setzt man daher diesen Werth von w in 
die Gleichung (l), so erhält man die Gleichung aller Ebenen (ij, 
deren Coordinaten der Gleichung (^) genügen, in der. Form: 

(3) , . . . [Cx — Äz)u + [Cy — Bz)v + (C — Dz) == o 

mit den beiden ganz willkürlichen Constanten w, v. Diese Glei- 
chung ist aber zusammengesetzt aus den Gleichungen der drei 
Ebenen: 

{^) . . , . Cx ^ Az = o, Cy — Bz:= 0, C — Dz = o. 

Die Ebene (3) geht also durch den Schnittpunkt P der drei Ebe- 
nen (4J, dessen Coordinaten sind: 

f . ABC 

Dieser Punkt P ist es also, welchen die Gleichung (2) ana- 
lytisch darstellt. Es ergiebt sich hieraus zugleich eine Regel för 
die Bestimmung der Coordinaten eines durch seine Gleichung 
gegebenen Punktes, wie für die Bildung der Punktgleichung, 
wenn die Coordinaten des Punktes gegeben sind. Denn bringt 
man die gegebene Punktgleichung (2) durch Multiplication mit 
einem constanten Factor auf die Form, in welcher das constante 
Glied gleich der Einheit ist, so sind die Coefficienten von w, », w 
die Coordinaten des Punktes. Multiplicirt man dagegen die ge- 
gebenen Coordinaten eines Punktes respective mit den Ebenen- 
coordinaten und setzt die Summe dieser Producte zur Einheit, 
addirt gleich o, so hat man die Gleichung des Punktes. 

Da die Gleichung (i), welche durch die Gleichung (2) auf 
die Form (3) gebracht wurde , in dieser Form mit den beiden 
willkürlichen Constanten u, v alle möglichen Ebenen darstellt, 
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welche durch den Punkt P gehen, so sieht nian, dass die va- 
riabeln Ebenencoordinaten «, v^ w, welch« nur der Gleichung (2j, 
der Gleichung des Punktes P, genügen , allen möglichen Ebenen 
zugehören, welche durch diesen Punkt gehen. 

Die Form (2) der Gleichung des Punktes wird fortan die 
allgemeine Form der Gleichung des Punktes genannt 
werden zum Unterschiede von der Form: 

(6) au + bv'+ cw + 1 = 0, 

die wir die Normalform der Gleichung des Punktes 
nennen. , 

(7) . • .Wenn die Coordinaten U, F, JT einer geraden 
Linie und die Gleichung eines Punktes im 
Räume in der Normalform gegeben sind, den 
senkrechten Abstand des Punktes von der 
Ebene zu bestimmen. 

Diese Aufgabe lässt sich leicht zurückführen auf die Aufgabe (7) 
in der zweiten Vorlesung. Denn es ist die Gleichung der Ebene 
in der Normalform: 

und wenn (6) ^i^ gegebene Gleichung des Punktes ist, so hat 
man die Coordinaten desselben 

a . h , c. 

Daraus ergiebt sich nun nach der in (8) der zweiten Vorle- 
sung angegebenen Regel der senkrechte Abstand des Punktes von 
der Ebene: 

Va^ Fb + JVc+ ] 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (6) , so kaan man fol- . 
gende Reget aufstellen: 

(6) . . . Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform gegebenen Gleichung eines Punktes 
dividirt durch /(«* + t^* + w*) , so drückt der 
Quotient den senkrechten Abstand aus des 
Punktes von einer durch ihre Coordinaten u,v,w 
gegebenen Ebene. 

Hesse, AnalyU Geonielr. 4 
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Setzt man: 

fc^ AEläau + bv-^cw + l, 

so wird nach (8) : 

(10) A — A^ = o 

die Bedingung ausdrücken, dass eine durch ihre Coordinaten w, v, w 
bestimmte Ebene von den durch ihre Gleichungen ^=o und A^z=o 
gegebenen Punkten gleich weit abstehe. Da (lO) aber die Glei- 
chung eines Punktes ist, so werden alle Ebenen, deren senk- 
rechte Abstände von den beiden Punkten gleich sind, durch Je- 
nen Punkt hindurchgehen. Es ist dieses bekanntUch derjenige 
Punkt, der auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte 
in dem Unendlichen liegt. 

Sind die senkrechten Abstände der Ebene von den beiden 
gegebenen Punkten gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen, 
so hat man dafür die Bedingung: 

(11) A-^A,--^o, 

welches die Gleichung desjenigen Punktes ist, der die Verbin- 
dungslinie der beiden gegebenen Punkte A = o und ^, = o hal- 
birt. Denn alle Ebenen, welche durch diesen Punkt gehen, ha- 
ben von den beiden gegebenen Punkten gleiche, aber dem Vorzei- 
chen nach entgegengesetzte Abstände. Man hat daher den Satz: 

(12) . . . Wenn ^^= und ^j = o die Gleichungen zweier 

gegebener Punkte in der Normalform sind, 
so sind A — A^= und A + A^ -^ o die Glei-. 
chungen zweier anderer Punkte auf der Ver- 
bindungslinie der ersteren, von weichen 
der eine in dem Lnendlichen liegt, der an- 
dere die Verbindungslinie halbirt. 
Um vo« diesem Satze eine Anwendung zu machen auf das ebene 
Dreieck und das Tetraeder nehmen wir folgende beide Sätze zu Hülfe: 

(13) . . t Wenn zwischen den Gleichungen dreier 

Punkte U~o, t^,==o, J^» = o die Identität 
statt hat: * 

kU + k,U,+ k^U, = 0, 
*» liegen die dnei Punkte auf ein nnd dersel- 
ben geraden Linie. 
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Die Coordinaten aller Ebenen, welche (Uirdi die beiden Punkte 
ü = un<l üi^= hindurchgehen, genügen diesen beiden Glei- 
chungen zugleich, sie genügen also auch, mit Rücksicht auf die 
Identität , der Gleichung ü^ = o. Da aber aHe Ebenen , deren 
Coordins^en der Gleichung üf = o genügen, durch ein und den- 
selben Punkt ü^z=z gehen , und die vorhin erwähnten Ebenen, 
welche durch die Verbindungslinie der beiden Punkte gehen, 
mit zu diesen Ebenen gehören , so rauss der Punkt £/, -- o auf 
der Verbindungslinie der beiden Punkte hegen. 

(|4) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von vier 
Punkten t/^=o, [7, = o, [7, =? o, [/j = o die Iden- 
tität statt hat: 

kü+ k,ü, +KÜ^ + ^8^3^ 0, 

so liegen die vier Punkte auf ein und dersel- 
ben Ebene. 

Man hat nur eine Ebene, deren Coordinaten den drei Punktglei- 
chungen U=o, Ui^x: o, ^, = zu gleicher Zeit genügen, nämlich 
die Ebene , welche durch die drei Punkte hindurchgeht. Die 
Coordinaten dieser Ebene genügen, mit Rücksicht auf die Identi- 
tät, der Gleichung U^ = o. Da nun alle Ebenen, welche der Glei- 
chung 1/3 = genügen, durch ein und denselben Punkt U3 -= 
gehen , so muss auch die angegebene Ebene durch diesen Punkt 
gehen. 

Betrachtet man nun irgend ein ebenes Dreieck, dessen Ecken 
durch die Punktgleichungen in der Normalform gegeben seien : 

A^ = , A^ = , A^ = , 

so bat man nach dem Vorhergehenden für die Halbhungspunkte 
der Seiten die Gleichungen : 

Ai + At = 0, A^ -\- Af^ = 0, A^ + Ai = 0. 
Die Gleichung aber: 

^0 + ^1 + ^2 = ö 
stellt einen Punkt im Räume dar, der nach (14) in der Ebene 
des Dreiecks und nach (13) auf jeder der drei geraden Linien 
liegt« wekhe die Hitlelpunkte der Seiten des Dreiecks verbinden 
mit den gegenüberliegenden Ecken. Es ist dieses ein Satz, dem 
man folgenden Ausdruck geben kann : 

4* 
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Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines 
ebenen Dreiecks verbindet durch drei gerade Li- 
nien mit den ihnen gegenüberliegenden Ecken, so 
schneiden sich die drei Verbindungslinien in ein 
und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des 
Dreiecks. 

Drücken die Punktgleichungen in der Normalform : 

A^ = , Ai = , A^ = , A^^=^ 

die Ecken eines Tetraeders aus, so hat man für die Halbirungs- 
punkte der Kanten die folgenden Gleichungen : 

Aq + Ai r=z , A^ + A^^= , 

Aq -^ A^ = , A^ + Ai z= o , 

^0 + ^3 = , Ai + Af^^ 0. 

Zwei von diesen in derselben Horizontalhnie stehenden Gleichun- 
gen zu einander addirt geben dreimal die Gleichung : 

Af, + Ai + ^, + ^j = , 

wodurch nach (13) der Beweis des Satzes geführt ist: 

Wenn mau die Mittelpunkte der gegenüberlie- 
genden Kanten eines Tetraeders durch drei gerade 
Linien verbindet, so schneiden sich die drei Ver- 
bindungslinien in ein und demselben Punkte. 

Man kann aber auch die zuletzt angeführte Gleichung vier 
Mal zertheilen in die Summe von drei Gliedern + einem Gliede, 
woraus nach (13) der Satz entspringt: 

Wenn man den Schwerpunkt einer jeden Seiten- 
fläche eines Tetraeders durch eine gerade Linie 
verbindet mit der gegenüberliegenden Ecke des Te- 
traeders, so schneiden sich die vier Verbindungs - 
linien in ein und demselben Punkte. 



Die Analogie, welche die vorstehenden Untersuchungen mit 
der zweiten Vorlesung bieten, erstreckt sich auch auf die folgen- 
den Untersuchungen und die dritte Voiiesung. 
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Sucht man die Bedingung, welche die Coordinaten u, v, w 

einer Ebene zu erfüllen haben , wenn die senkrechten Abstände 

der Ebene von zwei' durch ihre Gleichungen in der Normalform 
gegebenen Punkten: ' 

(15) Joz= , Ai = 

sich verhalten sollen wie zwei gegebene Grössen a^ : a^ , so findet 
man: 

(16) d!l_ di= 0. 

«0 ffi 

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes. Durch ihn ge- 
hen also alle Ebenen , <leren senkrechte Abstände die genannte 
Eigenschaft haben. Die geometrische Anschauung lehrt, dass 
dieser Punkt auf der durch die beiden Punkte gehenden geraden 
Linie liegt. Daher stellt die Gleichung Cl6) einen Punkt dieser 
geraden Linie dar. Die geometrische Anschauung lehrt ferner, 
dass die Abstände dieses Punktes selbst von den beiden gegebenen 
sich ebenfalls verhalten wie die gegebenen beiden Grössen «o-^i- 
Daraus kann man wiederum schliessen , dass die Gleichung (16) 
jeden beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der beiden ge- 
gebenen Punkte ausdrückt. Denn , welches auch der auf der 
Verbindungslinie angenommene Punkt sei, es wird (16) die Glei- 
chung dieses Punktes sein, wenn a^ und a^ die Abstände dessel- 
ben von den gegebenen beiden Punkten ausdrücken. 

Bringt man, indem man X = — setzt, (16) auf die Form : 

(17) Jo— 1^1 = 

und bezeichnet die gegebenen beiden Punkte mit und l , und 
einen dritten beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte mit 2 , so wird dieses die Gleichung des Punk- 
tes 2 sein in der Voraussetzung, dass k den Werth hat: 

m ' = a. 

Dieser Punkt liegt zwischen den gegebenen beiden Punkten, 
oder ausserhalb derselben Je nachdem X negativ oder positiv ist. 

Ein anderer Punkt 3, der ebenfalls auf der geraden Linie 
liegt, hat zur Gleichung: 

(19) , . . . , Jo — (*A ^ o. 
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Das Yeiiialtniss : 

^^^ II (21) • (31) - 

nennt man das an harmonische Verhältniss des Punkten- 
paares 2 und 3 zu dem Punktenpaare und l. 

Das anharmonische Verhältniss wird \^ieder — , wenn die 

m 

Gleichungen der beiden Punktenpaare in der Form gegeben sind: 

(21) . . . To = 0, Vi = o, Fi — /F, = 0, Vo — mV, = o, 

wovon man sich leicht überzeugt, wenn man die allgemeinen 
Formen V^ F, der Gleichungen des ersten Punktenpaares durch 
ihre Normalformen ausdrückt. 

f2-2) ... Gegeben sind die Gleichungen von vier Punk- 
ten, die auf ein und derselben geraden Linie 
liegen: 

das änharmonische Verhältniss des letzten 
Punktenpaares zu dem ersten zu bestimmen. 

Durch Zurückfühning der gegebenen Formen auf die Formen (21) 
erhält man aus den letzteren das gesuchte änharmonische Ver- 

hältniss — gleich : 

(23) ^^^ : ^^^=^. 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmonischeu 
Verhältniss, wenn ersteres den Wer th — 1 annimmt, und die 
beiden PuAktenpaare werden unter dieser Bedingung harmoni- 
sche Punktenpaare. Man erhält daher aus (20) die Bedin- 
gung für harmonische Punktenpaare auf einer geraden Linie : 
f^i\ ^20) r30) _ 

Es ist dieses dieselbe Gleichung, welche wir am Schlüsse 
der dritten Vorlesung unter (23) als Definition von harnionischen 
Punkten auf einer geraden Linie aufgestellt haben zum Zwecke 
der Uchertragung von Sätzen der Rugeloberfläche auf die Ebene. 
Ihre Discussion für specielle Fälle giebt eine Vorstellung von 
der L'ago von zwei harmonischen Punktenpaaren zu einander. 
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So kann man zam Betspiel bemerken, wenn von einem Punkten- 
paare, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punktenpaar, 
der eine Punkt zwischen die gegebenen fällt, dass der andere 
ausserhalb liegt; wenn der eine Punkt die von dem gegebenen 
Punktenpaar begrenzte gerade Linie halbirt, dass der andere in 
das Unendliche fällt, und uihgekehrt; endlich, wenn der eine 
Punkt einem der gegebenen unendlich nahe rückt, dass der an«' 
dere ihm ebenfalls imendlich nahe ruckt, so dass im Grenzfalle 
alle drei Punkte zusammenfallen. 

Da für harmonische Punkte — =i — i ist, so steilen sich die 

m 

Gleichungen zweier harmonischer Punktenpaare also dar: 

(25) . . . To --- 0, r, == 0, Fe - / r, = 0, V^ + l F, = o. 

Sind allgemeiner die Gleichungen von zwei Puaktenpaaren 
auf derselben geraden Linie gegeben in der Form (22), so erhält 
man die Bedingung, dass sie harmonisch zu einander seien, 
wenn man (23) gleich — 1 setzt, woraus die Bedingungsgleicliung 
hervorgeht: 
(26) Xfi— h (^ + f*) (^1 + /^i) + ^if*i = 0. 

Wenn daher von zwei harmonischen Punktenpaaren drei 
Punkte gegeben sind, so ist der vierte harmonische Punkt un- 
zweideutig bestimmt. Aber es ist nicht das Punktenpaar be- 
stimmt, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punkten- 
paar. Deshalb kann man die Frage aufwerfen: 

(27) . . . Dasjenige Punktenpaar zu bestimmen, wel- 
ches harmonisch ist zu jedem von zwei ge- 
gebenen P.unktenpaaren, die auf derselben 
geraden Linie liegen. 

Sind : Uq — ^qU^ = o , ü^— X,ü, = o, 

üo — fioU^--- 0, Uo — fiiUi = 
die Gleichungen der gegebenen, und: 

die Gleichungen des gesuchten Punktenpaares, so hat man die 
Bedingungsgleichungen: 

A^ — ^(A -t- ^) (^0 + iw-o) + Vo = o» 
^f* — hi^ + i^) (^1 + ^i) + Vi = 0. 
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Hiernach sind die Unbekannten X und (i als die Wurzeln 
einer leicht zu * bildenden quadratischen Gleichung bestimmt. 
Man wird daher nur ein einziges Punktenpaar finden, welches 
zu den gegebenen beiden harmonisch ist. 

Drei Punktenpaare auf derselben geraden Linie bilden eine 
Involution, wenn ein viertes Punktenpaar gefunden werden 
kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei Punktenpaare. 

Zwei gegebene Punktenpaar^ auf derselben geraden Linie 
bestimmen nach dem Vorhergehenden dasjenige Punktenpaar, 
welches harnaonisch ist zu jedem der gegebenen Punktenpaare. 
Ein drittes zu dem bestimmten Punktenpaare harmonisches Punk- 
tenpaar wird also mit den gegebenen beiden eine Involution bil- 
den. Da aber von diesem dritten Punktenpaare ein Punkt auf 
der geraden Linie beliebig gewählt werden kann, so sieht mau, 
dass von drei Punktenpaaren der Involution fünf Punkte auf der 
geraden Linie beliebig angenommen werden kdnnen , dass der 
sechste Punkt der Involution aber durch sie bestimmt ist. Es 
findet daher zwischen drei Punktenpaaren auf derselben geraden 
Linie nur eine Bedingungsgleichung statt, wenn sie eine In- 
volution bilden. 

(28) ... Es sind die Gleichungen von drei -Punklen- 

paaren auf derselben geraden Linie gegeben: 

Vo- io^i = o, Fo- ^,r, = 0, Fo- A,F, = o, 

die Bedingung anzugeben, unter welcher 
diese drei Punktenpaare eine Involution 
bilden. 

Stellt man die drei Bedingungsgleichungen in der Form (26) 
auf, die erfüllt werden müssen, wenn sich ein Punktenpaar : . 

Vo-XV, = o, 

bestimmen lassen soll, welches harmonisch ist zu jedem der ge- 
gebenen Punktenpaare, und eliminirt aus diesen drei Bedingungs- 
gleichungen X + fi und X(i , so erhält man die gesuchte Bedin- 
gungsgleichung : 

(29) .\. (Ao-fi,) {X, — (A,) (A,- fio)+ (|iio-Ai) (f*i-^f) (f*f~^o) = o. 
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Diese Bedingungsgleichung wird , wenn man setzt ^o = ^o =^ 
und zugleich A, = fi, ==' ft, die Bedingungsgleichung für vier har- 
monische Punkte, die man erhält, wenn man den Ausdruck (23) 
gleich — I setzt. Deshalb hat man den Satz: 

Wenn von drei Punktenpaaren der Involution das 
eine Punktenpaar mit einem Punkte,. ein zweites 
Punktenpaar mit einem zweiten Punkte zusammen- 
fallen, so ist das dritte Punktenpaar der Involution 
harmonisch zu den beiden Punkten. 

Diese Gleichung (29) geht ferner über in : 
A,f4j — ;,^j = o, 
wenn die Gleichungen der drei Punktenpaäre in der Form gege- 
ben sind : 

Aq = 0, Aq — X^Ai = 0, Aq — XfAi = o, 

Ai = 0, Aq — (iiAi ==0, Aq — (i^Ai = o, 

woraus mit Rücksicht auf (18) die Relation hervorgeht : 

^^r»^ (?Ö) m __m_ (50) _ ^ 

^^^ (21) * C31)~ (41) ' (5i) — "*' 

wenn Aq und A^ die Normalformen bedeuten für das erste Punk- 
tenpaar und 1, und man das zweite Punktenpaar mit 2 und 3, 
und das dritte Punktenpaar mit 4 und 5 bezeichnet. 

Die abgeleitete Gleichung (30) kann als Definition dienen für 
drei Punktenpaare der Involution, gleich wie die beiden anderen 
Gleichungen, welche aus ihr durch Vertauschung von je zwei Punk- 
ten der drei Punktenpaare hervorgehen. 

Es lassen sich aber auch die Gleichungen von drei Punkten- 
paaren der Involution immer auf die Form zurückführen: 

(31) ... ^0 "" ^0^* — ^' ^» — ^1^1 = 0, Vq — AjF, = 0, 
' " Fo -h XqV, = 0, Fo + k,V, = 0, Fo + l,V, =^ 0, 

indem man das Punktenpaar zum Grunde legt Vq=^o und F, = o, 

welches harmonisch ist zu Jedem Punktenpaare der Involution. 
Setzt man, um diese Gleichungen symmetrisch durch drei 

Symbole auszudrücken: 

y IV — ^0 V 1 V — _ 1- _ V IV — ^g . 

so hat man die identische Gleichung: 

(32) JJq^- V,JtV^ = o, 
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und die Gleicbuugpii der drei Punkienpaare der Involutieii (ai) 
stellen sich also dar: 

f*0 ^1 



(33) . . . . ^»=<*' 


t^,= o. 






iinlein iHe Grössen /*o, (t. 


. ft; 


?J-^'-a. 


X,-i„ .. 



ebenso willkürlich bleiben als die Grössen Xq, ^i, A,. 

Man braucht daher nur die Gleichungen von drei Punkten- 
paaren auf die Form (33) zurückzuführen und die identische Glei- 
chung (32) nachzuweisen , um den Beweis zu führen , dass die 
drei Punktenpaare eine Involution bilden. 

Neben den Relationen (30) zwischen den Entfernungen der 
Punkte der Involution von einander hat man noch andere, die 
sich aus den Gleichungen (32) und (33) leicht ableiten lassen, 
wenn man die Symbole ü^, Z7,, V^ durch ihre Normalformen: 

ersetzt, wodurch (32) und (33) übergehen in: 
(34) . . . . : ^ + ^1 + ^« = , 



(35), 



9\^\ 9%^% ' P2^2 Pof*o 



A^ = 


= 0, 


^0 




letzten 


Punkte 



Denn es ist nach (l8), wenn man die drei letzten Punkte mit 
Bf^, B^, B^ bezeichnet: 

9ift, ___ (^oj4j) ^ IHQ% __ (^1 ^?) ^ ^oPo __ ( ^2 ^n) ^ 

woraus man durch Midtiplication sämmtlicher Gleichungen erhält: 

^^^^ ' ~ (^0^2) . (^1^0) . (^2^.)" 

Es ist dieses dieselbe Gleiohung, auf welche am Ende der 
dritten Vorlesung (24) die Betrachtung des unendtich Kleinen zu- 
rückführte. Aus ihr erhält man endlich durch Vertauschung von 
AQmiiB^yyQwAy mit ^^ und von^^j mit ^^ noch drei andere Relationen 
neben der Gleichung (36), die alle dieselbe Bedingung aber in anderer 
Form ausdrücken und sich daher von einander ableiten lassen müSvSen. 
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Es wird dieses genügen, um die doppelte Deutung von 
linearen symbolischen Ausdrücken und Gleichungen von drei Va- 
riabeln anschaulich zu machen. Die weitere Durchführung der- 
selben in dem letzten Theile der dritten Vorlesung unterliegt kei- 
nen Schwierigkeiten. Wir übergehen sie aber, weil sie nur zu 
solchen geometrischen Sätzen führt, die bereits durch das Prin- 
cip der Kugel allgemeiner auf der Kugeloberfläche nachgewiesen 
wurden und ihre Geltung in der Ebene durch die erwähnte Be- 
trachtung des unendlich Kleinen erlangen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit einer Betrachtung des 
Tetraeders. Es seien: 

Aq = o, Ay -= 0, A^ = , A3 =^ 
die Gleichungen der Ecken desselben. Irgend drei beliebige 
Punkte auf den von der Ecke Aq = ausgehenden Kanten stei- 
len sich unter der Form dar: 

A(^ A^ -^0 2 3 

Die Differenzen dieser Gleichungen ergeben: 

■^2 8 3 I I 2 

als Gleichungen von drei Punkten auf den drei anderen Kanten 
des Tetraeders, die zugleich auf der durch die drei ersten Punkte 
gelegten Ebene liegen. Man kann also sagen, dass man durch 
die sechs Kanten des Tetraeders eine behebige Ebene gelegt habe. 
Die Schnittpunkte derselben mit den sechs Kanten drücken jene 
sechs Gleichungen aus. Die Gleichungen der vierten harmoni- 
schen Punkte auf den Kanten des Tetraeders sind dann respective : 

^0 + ^ = 0, lh + ih—o, ^«-f-^'=o, 

«0 «1 «0 «2 ' «0 «3 

-* + ^ = o, £3 +£•=(,, ^+^2=0. 

Durch Addition je zweier von diesen Gleichungen, die unter 
einander stehen, erhält man die Gleichung: 

«0 «1 «2 «fs * . 

Darauf beruht aber nach (13) der Beweis des Satzes: 

Wenn man die Kanten oder die Verlängerungen 
der Kanten eines Tetraeders durch eine Ebene schnei- 
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det, und auf jeder Kaute zu dem Schnittpunkte den 
vierten harmonischen Punkt construirt, so schnei- 
den sich die drei geraden Linien, welche die vierten 
harmonischen Punkte auf den gegenüberliegenden 
Kanten paarweise verbinden, in ein und demselben 
Punkte. 

Rückt die, die Kanten des Tetraeders schneidende. Ebene in 
das Unendliche , so werden die vierten harmonischen Punkte die 
Mittelpunkte der Kanten. 



Sechste Vorlesung. 
Homogene Coordinaten. Gerade Linien im Räume. 



Um die Vortheile der Symmetrie in der analytischen Geo- 
metrie zu haben, 4rückt man den Ort eines Punktes im Räume 
durch vier Coordinaten x, y, z, p aus. Man versteht darunter 

vier Grössen, deren Verhältnisse — » — » - die ffebräuchlichen 

P P P ^ 

rechtwinkligen Coordinaten des Punktes darstellen. Wir werden 

fortan jene vier Grössen die Coordinaten, oder die homoge- 
nen Coordinaten des Punktes nennen, die angegebenen Verhält- 
nisse dagegen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes. 

Dieses voraosgesetzt, werden die Coordinaten eines Punktes 
die Lage desselben im Räume zwar unzweideutig besthnmen, aber 
nicht umgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes vollständig 
bestimmt, wenn die Lage des Punktes im Räume gegeben ist. 

Ein Punkt im Räume hat hiernach imondlich \iele Werthe s«'i- 
ner Coordinaten, deren Verhältnisse zu einander aber bestimmt sind. 
Umgekehrt werden mehrere Systeme von Coordinaten ein und den- 
selben Punkt bestimmen, wenn ihre Verhältnisse dieselben sind. 

Die Gleichung einer Ebene durch rechtwinklige Coorduiatea 
ausgedrückt : 

Ax + By + Cz + D = o 

wird durch Einführung der homogenen Coordinaten , indem man 
£, i^, £ respective für x, y, z setzt, und mit p multiplicirt , zu 
einer homogenen Gleichung derselben Ebene: 

Ax -^ By + Cz + Dp = o. 
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Ist daher U = o die Gleichung einer Ebene in rechtwink- 
ligen Coordinaten und man setzt pU = fV, so wird fV=o die 
homogene Gleichung derselben Ebene, wenn man für die Pro- 
ducte xp, t/p, zp, p die neuen Goordinaten setzt x, y, z, p. 

Umgekehrt, ist W==:o die homogene Gleichung einer Ebene, 
so braucht man in ihr nur p = i zu setzen , um die Gleichung 
derselben Ebene in rechtwinkligen Goordinaten zu erhalten. 

Man ersieht hieraus, dass sich mit den homogenen Formen 
der Gleichungen von Ebenen ebenso operiren lässt, als mit den 
allgemeinen Formen. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von zwei Ebenenpaareii, 
die sich in derselben geraden Liiae schneiden,, in der allgemei- 
nen Form gegeben : 

so stellen sich die Gleichungen dieser Ebenen, indem man setzt 
pUq= Wq, pUx= JVi in der homogenen Form ebenso dar: 
jr„ = o, ^1 = 0, ^0 — ^^1=0, Wo — (iWi = o, 
Diese, homogenen Gleichungen gehen wieder in die vorhergehen- 
den über, wenn man p = l setzt. Das anharmonische Verhält- 
niss - des zweiten Ebenenpaares zu dem ersten lässt sich im 
ersten wie in dem zweiten Falle aus den Gleichungen ablesen. 

Gleichzdtig drückt man die Lage einer Ebene im Räume 
diu'ch vier Ebenencoordinaten , homogene Ebenencoordinaten, 
u, V, rv, r aus. Man versteht darunter die Goefficienten der Va- 
riabein in der homogenen Gleichung der Ebene. Die gebräuch- 
lichen rechtwinkligen Ebenencoordinaten sind den^ach die 
durch die Lage der Ebene im Räume gegebenen Verhältnisse 

U V tv 
r r r 

IMe Gleichung eines Punktes: 

Au + Bv + Cw + D=o 
wird durch Einfuhrung der homogenen Ebenencoordinaten, in- 
dem man — » — > — für m, v, w setzt und mit r multiplicirt, zu 
einer homogenen Gleichung desselben Punktes: 
Au + Bv -^Cw +Dr = o. 
Ist daher ü=o die Gleichung eines Punktes in rechtwink- 
ligen Ebenenc<>ordinaten , und man setzt rU -- R, so wird Ä == o 
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die homogene Gleichung desselben Pnnktes , wenn man für . 
ru, rv, rw, r respective setzt u, v, w, r, 

Ist umgekehrt R =^ o die homogene Glelebung eines Punk- 
tes, so geht dieselbe, wenn man in ihr p=l setzt, in die 
durch rechtwinklige Ebenencoordinaten ausgedrückte Gleichung 
desselben Punktes über. 

Für diese homogenen Formen der Punktgleichungen gelten 
daher dieselben Entwickelungen , die wir für die ^allgemeinen 
Formen der Punktgleichungen gegeben haben. 

Sind zum Beispiel die homogenen Gleichungen von zwei 
Punktenpaaren auf derselben geraden Linie gegeben in der Form : 

SO hat man das anharmonische Verhältniss des zweiten Punkten- 
paares zu dem ersten gleich — • 

Der Vortheil der homogenen Coordinaten tritt erst in den 
folgenden Betrachtungen zu Tage. 

Wenn man mit Ä^ den Ausdruck bezeichnet: 

Ri,i=x^u + y^v + z^rv + p^r, 
so sind : 

Rn^=o, /?, ;=0 

die homogenen Gleichungen zweier Pimkte o und i, die durch 
ihre Coordinaten Xq, y^, 2o,Pq und a;,, y,, «,, p, gegeben sind. 
Es ist fei-ner: 

^ Gleichung irgeud eines Punktes P auf der VerbindnngsÜBie 
der beiden gegebenen Punkte. Bezeichnet man mit x, y, z, p 
die Coordinaten c^ses Punktes und bestimmt dieselben aus der 
zuletzt angegebenen Gleichung, so erhält man: 

X = Ag Xq + Aj OTj , 

/|N ^ = -^0^0+ ^iVi, 

Z = Aft^O T* XiZff 
P= AoPo + ^iPt' 

Hieraus ergeben sich nun die Coordinaten x, y, z, p aller Punkte 
auf der Verbindungslinie der beiden Punkte o und I, wenn man 
lo und Aj beliebig variiren lässt. Man kann aber auch ^o. = l 
»etzen und allein 1, variiren lassen. Die Coordinaten des zu P 
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harmonischen Punktes erhält man aus (i), wenn man ü, in — A, 
umwandelt. 

Aus den gegebeneu Gleichungen von drei Punkten o, 1,2: 
Ä,, = 0, /?! = 0, B^ = 
setzt sich die Gleichung eines beliebigen Punktes der Ebene zu- 
sammen, die durch die gegebenen drei Punkte hindurchgeht: 

Die Coordinaten x,y,z,p dieses Punktes stellen sich dar \^ie 
folgt: 

(2) y = ^0^0 + ^i!/i + hy%y 

z = KqZq -f- k^Zy + A^rj, 

Diese Ausdrucke geben die Coordinaten aller Punkte der genann- 
ten Ebene, wenn man Xq, A, , k^ beliebig variiren lässt oder auch 
nur zwei von diesen Grössen. 

Ebenso setzt sich aus den gegebenen vier Punktgleichungen: 
Ä^, = o, Äi = o, Äj = o, ^3 = 
die Gleichung eines beliebigen Punktes im Räume zusammen: 

AoÄ« + l,R, + KRi + h^z = 0, 
woraus man die Coordinaten x, y, z, p dieses Punktes erhalt: 

(3) y = Kyo + ^1^1 + ^^yt + hy^* 

p = Kp^ + KPi + KPi + ^zPs- 

Die analogen Betrachtungen, angestellt bei homogenen Glei- 
chungen der Ebenen , führen auf ganz analog gebildete Rela- 
tionen. 

Bezeichnet man nämUch mit W,, den Ausdruck: 

^k = w*^ + v^y + n)^z + r^p, 

SO hat .man die Gleichungen zweier durch ihre homogenen Cooi*^ 
dinaten Uq, v^, «<;„, r^ und w,, t?,, w,, r, gegebenen Ebenen und i ; 
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Irgend eine Ebene, die durch die Schnittlinie der gegebe- 
nen Ebenen hindurchgeht, hat zur Gleichung: 

Wenn nun u, v, rv, r die Coordinaten dieser Ebene bezeich- 
nen, so hat man: 

U = XqUo + ijM,, 

r = K^o + ^1^9 

und man erhält die Coordinaten aller durch die genannte Schnitt- 
linie gehenden Ebenen, wenn man Iq und X, variiren lässt oder 
auch nur eine voii diesen willkürlichen Grössen. Fixirt man 
aber eine von diesen Ebenen, so erhält man die Coordinaten der 
ihr zugehörigen vierten harmonischen Ebene aus (4), wenn man für 
Xj setzt — A|. 

In ähnlicher Weise drückt man die Coordinaten u, v, rv, r 
einer beliebigen Ebene , welche durch den Schnittpunkt dreier 
durch ihre Coordinaten gegebenen Ebenen hindurchgeht, durch 
folgende Gleichungen aus: 

U = XqUo + A,«, -I- A2«2» 

W= XqWo + liWi + l^w^, 

r = ^0^0 + ^in + K^t- 
Endlich lassen sich die Coordinaten u, v, w, r irgend einer 
Ebene im Räume durch die Coordinaten von vier Ebenen also 
ausdrücken : 

W = lo^t^ + AlWl + X2W2 + ^«3, 

V = XqVq + liVi + AjVj + X3V3, 
w = XoWy + A, Wi -f Xz'n;^ + A3W3, 

^ = ^o^'o + ^in + ^»^2 + Va- 
Stellt man die homogenen Gleichungen von vier Ebe- 
nen 0, 1, 2, 3, welche sich in ein und derselben geraden Linie 
schneiden: 

Wo^o, W,^o/ W^^XW^ = o, Wo'-fifVi = o 
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zusammen mit den homogenen Coordinaten von irgend vier Punk- 
ten 0, I, 2, 3, welche in derselben geraden Linie liegen: 



^0, 


Xi, 


a-o— ?^i, 


^0— ^-^1, 


Vo, 


Vu 


yo -- hi» 


yo — ^yt , 


Zo, 


Zi> 


«0 — ^^1, 


Zq — mZi, 


Po, 


Pt* 


Po — ?Pl, 


Po — »»Pi, 



und drückt die vier Bedingungen aus, die erfüllt werden müssen, 
wenn diese vier Punkte respecüve in den vier Ebenen liegen, so 
erhält man: 

fFo« = o, ^,*=o, IW^ + XW,^ = 0, mJFo' + (iW^''==o, 
w enn Wq^ und W^^ die Ausdrücke bezeichnen, in welche Wq und Wi 
übergehen durch Vertauschung der variabeln Coordinaten mit den 
Coordinaten des Punktes o , und wenn Wq\ W^^ die Ausdrücke 
bezeichnen, in welche JV^ uud ^, übergehen durch Vertauscliung 
der variabeln Coordinaten mit den Coordinaten des Punktes i. 
Aus den beiden letzten Bedingungen erhält man aber : 

L — i 

m II ' 
das heisst, die Punkte haben dasselbe anharmonische Verhältniss, 
als die Ebenen, auf welchen sie liegen. Sie sind deshalb harmo- 
nische Punkte, wenn die Ebenen harmonische Ebenen sind, und 
umgekehrt. Daraus entspringen die Sätze: 

Vier harmonische Ebenen werden durch eine 
gerade Linie in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 

Vier in derselben geraden Linie sich schnei- 
dende Ebenen sind harmonische Ebenen, wenn jede 
derselben durch einen von vier harmonischen Punk- 
ten geht. 

An diese Sätze schliessen sich unmittelbar folgende an : 

Drei Ebenenpaare der Involution werden durch 
eine gerade Linie geschnitten in Punktenpaaren der 
Involution. 

Drei Paar Ebenen, welche sich in ein und der- 
selben geraden Linie schneiden, bilden eine Involu- 
tion, wenn jede Ebene durch einen von sechs Punk- 
ten der Involution hindurchgeht. 

Hesse, Analyt. Geomelr. 5 
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Denn, sind drei Ebenenpaare der Involution gegeben, und man 
construirt dasjenige Ebenenpaar, welches harmonisch ist zu jedem 
der drei gegebenen Ebenenpaare, so schneidet das harmonische 
Ebenenpaar eine gegebene gerade Linie in einem Punktenpaare, 
welches harmonisch ist zu den Schnittpunkten eines jeden der 
drei Ebenenpaare auf der gegebenen geraden Linie. Letztere 
bilden also nach der Definition eine Involution. Hieraus ergiebt 
sich zugleich der Beweis des letzten Satzes, wenn man Ebenen 
und Punkte in geeigneter Weise mit einander vertauscht. 



Durch zwei in Punktcoordinaten lineare Gleichungen stellt 
man eine gerade Linie im Räume dar, die Schnitthnie der bei- 
den Ebenen, welche die linearen Gleichungen einzeln ausdrücken. 
Denn die Coordinaten aller Punkte, welche auf dieser Schnittlinie 
liegen, genügen zu gleicher Zeit beiden Gleichungen, und umge- 
kehrt, die Coordinaten, welche beiden Gleichimgen zugleich ge- 
nügen, gehören Punkten zu, welche auf der geraden Linie liegen. 

In ähnlicher Weise kann man eine gerade Linie im Räume 
durch zwei in Ebenencoordinaten lineare Gleichungen darstellen. 
Denn die Coordinaten aller Ebenen , welche durch die Verbin- 
dungsUnie der beiden Punkte hindurchgehen, genügen zugleich 
beiden Gleichungen , und lungekehrt alle Ebenencoordinaten, 
welche den beiden Gleichungen zugleich genügen, gehören Ebe- 
nen zu, die sich in der genannten Verbindungslinie schneiden. 

Durch Einführung von zwei neuen Variabein drückt man die 
gerade Linie im Räume analytisch durch vier Gleichungen aus, 
nämlich durch die Gleichungen (i) oder durch die Gleichungen (4). 
Aus ihnen erhält man die erwähnten zwei Ausdrücke der gera- 
den Linie , indem man ^ durch Elimination von Xq und ^, zwei 
Gleichungen bildet, im ersten Falle zwei Mneare Gleichungen in 
Punktcoordinaten, im zweiten Falle zwei hneare Gleichungen in 
Ebenencoordinaten. 

Es bringt bisweilen Vortheil , eine gerade Linie analytisch 
durch drei Gleichungen auszudrücken, indem man nur eine neue 
Variable einführt, wie folgt: 

Wenn «, b, c die rechtwinkligen Coordinaten eines gegebenen 
Punktes o auf einer geraden Linie ausdrücken , und a, ß, y die 
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Winkel, welche die gerade Linie mit den Coordioaten^xen bildet, 
so ist durch diese Bestimmungsstücke die Lage der geraden Li- 
nie im Räume unzweideutig gegeben, und die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes p auf der geraden 
Linie werden nicht mehr willkürlich sein, sondern gewissen Be- 
dingungen genügen müssen. Um diese Bedingungen zu erhalten, 
projicire man die begrenzte gerade Linie o/>, deren Länge mit r 
bezeichnet werde, auf die Coordinatenaxen. Das eine Mal erhält 
man diese Projectionen gleich x — a, y — b, z — e, das an- 
dere Mal gleich r cos a, r cos ß, r cos y. Man hat daher für die 
gerade Linie die Gleichungen: 

X — a= r cos cc , 

(7) y — b = r cos ß, 

z — c = r cos y , 

ausgedrückt durch die rechtwinkligen Coordinaten eines gegebe- 
nen Punktes auf ihr und durch die Winkel, die die gerade Linie 
mit den Coordinatenaxen bildet. Man erhält hieraus die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, z aller Punkte der geraden Linie, 
indem man r beliebig variiren lässt, oder die Gleichungen zweier 
Ebenen, welche sich in der geraden Linie schneiden, wenn man 
die variable Grösse r eliminirt, welche die Entfernung des va- 
riabeln Punktes p von dem gegebenen Punkte o der geraden Li- 
nie ausdrückt. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit zwei jiufgaben, deren 
Auflösungen Gelegenheit geben werden, Formeln, welche in der 
ersten Vorlesung entwickelt wurden, in Anwendung zu bringen. 

(8) . . . Den senkrechten Abstand zu bestimmen eines 
gegebenen Punktes von einer gegebenen ge- 
raden Linie im Räume. 

Die Coordinaten des gegebenen Punktes seien a„ 6„ c„ und 
die Gleichungen der gegebenen geraden Linie: 

X — a = r . a , 
y-b ^r.ß, 
z — c = r.y, 

wo a, ß, y der Kürze wegen die Cosinus der Winkel ausdrücken, 
welche die gegebene gerade Linie mit den Coordinatenaxen bildet. 

5* 
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Fällt man von dem gegebenen Punkte (a, , bi , c,) auf die ge 
gebene gerade Linie das Loth J, und verbindet den gegebenen 
Punkt mit dem in der geraden Linie gegebenen Punkte (a, b, c) 
durch eine Gerade A , so bilden das Loth J , die construirte 
Gerade A und das Stück B der gegebenen geraden Linie, wel- 
ches zwischen beiden liegt, ein rechtwinkliges Dreieck, in wel- 
chem man hat: 

J z=zA.aln{AB). 
Es ist aber: 

sin [AB] = j/{ ißy, - ß.yf + (y a. - y,af + («ft - u,ßY } > 

wenn «j, ß^, y, die Cosinus der Winkel bezeichnen, welche die 
Gerade A mit den Coordinatenaxen bildet. Diese Cosinus drucken 
sich aber so aus: 

Setzt man diese Werthe in die letzte Gleichung, und den sich 
daraus ergebenden Werth von sin (AB) in die erste Gleichung, 
so erhält man den gesuchten senkrechten Abstand: 

+ [y(«— «,) — «(c - c,)]» 
[+la{b-b,)-ß(a-a,)y, 

Um noch die Coordinaten S, i?, ? des Fusspunktes des Lo- 
thes J auf der gegebenen geraden Linie zu bestimmen, drücken 
wir B aus, wie folgt: 

B = A.cos{AB)=A{aa^ + ßß,+ yy,), 

und durch Einsetzung der oben angegebenen Werthe von a„ ßi, y, : 

B = aia^ a,) + ß{b - b,) + y{c - c,), 

Ist hierdurch aber die Länge von B bestimmt, so erhält man 
durch Projection derselben auf die Coordinatenaxen: 

^ — a = B.a, 
I? - 6 = B.ß, 
S — c = C.y. 

(9) . . . . Die kürzeste Entfernung zweier geraden Li- 
nien im Räume von einander zu bestimmen. 
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Es seien die Gleicliungeii der gegebenen beiden geraden Li- 
nien L, Lii 

X — a=r.a, a?, — a, = r, . ofj , 

z — c==:r.y, z, — c, = ri.y,. 
Das Quadrat der Entfernung R eines beliebigen Punktes (x, y, 2) 
der einen geraden Linie von einem beliebigen Punkte (o:,, y„ z^) 
der anderen geraden Linie stellt sich als Function der Coordina- 
ten der beiden Punkte also dar: 

R^={x- x,f + (y - y,)« +{z- z,)\ 
Diese Coordinateu sind so zu bestimmen, dass Ä* unter den 
angegebenen, zwischen ihnen stattfindenden, Bedingungsgieichun- 
gen ein Minimum werde. Denkt man sich aber die Werthe der 
Coordinaten aus den gegebenen Gleichungen der geraden Linien 
in den Ausdruck Ä* eingesetzt, so wird R' eine Function allein 
der von einander unabhängigen Variabein r und r, . Die Diffe- 
rentialrechnung lehrt die Werthe der Variabein bestimmen, welche 
eine solche Function zu einem Minimum machen. Dieses geschieht 
aus den beiden Gleichungen:* 

dr ' rfri 

Setzt man die sich aus diesen beiden Gleichungen ergebenden 
Werthe der Variabein r und r, in die Gleichungen der beiden 
geraden Linien ein, so erhidt man die Coordinaten (.r, y, z) und 
(^i, Vxy ^1) der Begrenzungspunkte der kürzesten geraden Linie R 
auf den beiden gegebenen geraden Linien. 

Die zuletzt genannten beiden Gleichungen stellen sich, wenn 
man für Ä* seinen angegebenen Werth setzt, also dar: 

[x — x,)a + [y — yi)ß + {z — z^y z.-^ 0. 
(o? — AT,)«, + (ty — yi)ßi + (z - z,)y, = 0. 

Da aber die Differenzen x — x^, V — Vx^ z — z^ der Coor- 
dinaten der Begrenzungspunkte der kürzesten geraden Linie R 
sich verhalten wie die Cosinus «3, ß^, y^ der Winkel, welche die 
kürzeste Linie R mit den Coordinatenaxen bildet, so kann man 
diese Gleichungen auch so schreiben: 

«a« + ß%ß + yay = ö, 
«3«! + ß^ßi + nyi= 0, 
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in welcher Form tlie linken Thefle der Gleichungen die Cosinus 
der Neigungsmnkel ausdrücken , welche die kürzeste Linie R mit 
den gegebenen beiden Linien L und X| bildet. Da diese Cosinus 
aber gleich o sind, so folgt hieraus, dass die kürzeste Linie R 
senkrecht steht auf jeder der beiden gegebenen Linien Z und Z|. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Verhältnisse von 

«3, ßay 73- 

^ft = yor, — y,a, 

woraus man wieder, indem man quadrirt und addirt, erhält: 

r = sin«(ZZ,) =(ßyy- ß^yf + (y«. - y,af + [aß, - ct,ß)\ 

Setzt man diesen Werth von l in die letzten drei Gleichungen, 
so erhiilt man die Cosinus der Winkel, welche die kürzeste Linie 
mit den Coordinatenaxen bildet: 

»~" sin(ZZi) 



^3 



sin (ZZ/,) ' 

'^'~ sin(ZZ,) 

Um die Länge der kürzesten Linie zu erhalten, projicire 
man die Verbindungslinie D der auf den Linien Z und Zj ge- 
gebenen beiden Punkte (a, h,c) und (a, , ft,,c,), welche mit den 
Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus wir bezeichnen mit 
«8, j5„ y„ auf die kürzeste Linie R, Sie wird R selber sein, weil 
die gegebenen beiden geraden Linien Z, Zj auf der kürzesten 
Linie R zwischen beiden senkrecht stehen. Man hat daher: 

R = D,cos (DR) = D{a,a, + ß^ß, + y,y,). 
Da aber: 

so erhält man aus der letzten Gleichung durch Einsetzen dieser 
Werthe und der vorhin angegebenen für a^; ßs,y3 und sin (LLi): 

(10) R = ^^— ^iXi^yj - Pi y) + (^ — ^i) (y«i - y<<>g) + (c— ^i) («ft — o^tg) 
^ /{(|3y,-|3.y)«+(ya,-y,a)« + (aP,-«,|J)*} 
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Es bleibt noch übrig die Werthe von r und r, zu bestim- 
men, welche R^ zu einem Minimum machen, um mit Hülfe der 
gegebenen Gleichungen der geraden Linien Z und Z, die Coor- 
dinaten x, y, z und ar,, yj, z, der Begrenzungspunkte der kürze- 
sten Linie E auszudrücken. Hierzu dienen die zu Anfang der 
Untersuchung aufgestellten beiden Gleichungen, die sich, wenn 
man für oc, y, z und .r,, y,, ;r, die Werthe aus den Gleichungen 
der gegebenen beiden geraden Linien substituirt, reduciren auf: 

{a — üi) a + {b — bi) ß + (c — c,) y + r — r, cos (XZj) = o, 

[a — «,) ofj -f (fc — ft,) ß^+ (c — Ci) yi + r cos (LLt) — r^ = o. 

Diese Gleichungen gehen, wenn man für die Differenzen a — a„ 
b — bi, c — C| die vorhin angegebenen Werthe Da^, 2>/?,, />y, 
setzt , über in : 

D cos {LD) + r — r, cos (LLi) = o; 

4 

D cos (Z,2>) + r cos (ZZ,) — r^ := o, 

und durch Auflösung dieser Gleichungen nach r und r, erhalt 
man: 

'**="" sin»(ZZ|) I^^®^ ^^^^ • ^^^ (^^'^ ~" ^^^ ^^'^^)'\' 

Dadurch sind aber die Grössen r und n unzweideutig bestimmt. 
Um sie durch die gegebenen Grössen auszudrücken, hat man 
folgende Substitutionen zu machen: 

D cos [LD] = (a — a,)a + {b - b,) ß + (c - c,) y , 

2> cos (Zi2>) = (a — «,)a, + {b — ft,) /5i -f (c — c,) y, , 

cos (ZZ,) rr aa^ + ßßi + yy^, 

sin'iLL,) = {ßy, - ß.y)' + [yu, - y,a)^+ {uß,-^ a,ß)\ 
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Siebente Vorlesung. 
Determinanten, 



Ein wesentliches Hülfsmittel zur Umformung von Gleichun- 
gen, welche als eine der Aufgaben der analytischen Geometrie 
bezeichnet wurde, ist die Determinantentheorie. Um dieses Hilfs- 
mittels in dem Folgenden nicht zu entbehren, sollen in dieser 
Vorlesung der Begriff der Determinante und aus ihm einige Sätze 
der Determinantentheorie entwickelt werden. 

Ks ist eine Eigenschaft des Products sämmtlicher Differenzen 
von « + 1 Elementen «o» «i • • • «n- . 

P — («1 — öo) («2 — «o) . . . K — flo)» 
(ö, — ö,) . . . («„— fl,). 



welches aus —--'*"-- Factoren besteht, dass dieses Product nur 
sein Vorzeichen ändert, wenn man die Elemente a^ und a, mit 
einander vertauscht. Aber diese Eigenschaft gilt allgemein für 
irgend zwei von den angegebenen Elementen a^ und aj^. Man 
überzeugt sich von der Wahrheit dieser Behauptung leicht, wenn 
man die Factoren also ordnet: 

±^=(S-«z) ^(S'-«x) ^(«X'-«i) ^(V-«r), 
woselbst angenommen ist, dass x' und A' die Zahlen 0, 1 . . . n 
mit Ausnahme der Zahlen x und l, und dass IZ(a^' — aj das 
Product aus den Factoren a^» — a^ etc. . . . bedeuten. Denn 
durch die angegebene Vertauschung ändert nur der erste Factor 
sein Vorzeichen. Der zweite und dritte Factor gehen in einan- 
der über, während der letzte Factor ganz ungeändert bleibt. Da 

ferner immer einei* der " T* Factoren von P verschmndet, 
wenn man für ein Element ein anderes setzt, so kann man fol- 
gende beide bemerk enswerthe Eigenschaften des Productes P her- 
vorheben: 

Das Producta ändert nur sein Vorzeichen, wenn 
man zwei Elemente in demselben mit einander ver- 
tauscht. 
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Das Product P verschwindet, wenn man für eines 
der n + I Elemente ein anderes setzt. 

Die Entwickelung des Products P giebt Glieder von der Form: 



so 



Da aber das Produkt selbst aus ^7" Factoren besteht, 
hat man; 

«. + «.+ ... «.= !^^!^. 

Das angegebene Glied der Entwickelung verlangt, dass in 
derselben auch folgendes Glied enthalten sei: 

— c «0 «1 . . . öji *a^ *. . . ö» 

mit dem entgegengesetzten Vorzeichen als das angegebene Güed. 
Denn da durch Vertauschung der Elemente a^ und a^ das Pro- 
duct P übergeht in — P, so müssen in der Entwickelung von P 
die Glieder paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen vorkommen, 
so dass sie, abgesehen von dem Vorzeichen, durch die angege- 
bene Vertauschung der Elemente in einander übergehen. Hieraus 
folgt, dass die Exponenten o^« und a^ verschiedene ganze Zahlen 
sind. Denn wären sie gleiche Zahlen, so würden sich di^ bei- 
den angegebenen Glieder der Entwickelung fortheben. Es sind 
also die Exponenten a^, of, . . . of„ verschiedene ganze Zahlen. Da 

aber die Summe derselben gleich ^ J* ist, so können sie 

nur die Zahlen sein: 

0, I, 2 ... « 

in irgend einer Reihenfolge. 

Diese Bemerkungen geben ein Mittel an die Hand aus einem 
Gliede der Entwickelung von P alle übrigen zu bilden. Ein er- 
stes positives Glied der Entwickelung ist: 

«0° a,* . . . a„", 

welches man erhält, wenn man die positiven Theile der Differen- 
zen in deni Product P mit einander multiplicirt. Aus diesem 
positiven Gliede geht durch Vertauschung zweier Elemente, oder, 
was dasselbe ist, zweier Indices ein Glied der Entwickelung hervor, 
welchem das negative Vorzeichen zuzuertheilen ist ; aus diesem 
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letzteren wieder ein positives, wenn man zwei andere Elemente 
oder Indices mit einander vertauscht u. s. w. 

Aus diesem Grunde erhält man aus dem angegebenen ersten 
positiven Gliede der Entwickelung von P alle GUeder der Ent- 
wickelung durch Permutation aller « + 1 Elemente oder Indices, 
indem man die Exponenten ungeändert lässt. Die Vorzeichen 
dieser so gebildeten 1.2...(n + l) Glieder richten sich nachdem 
ersten Gliede in der Art, dass ein bestimmtes Glied das positive 
oder negative Vorzeichen erhält. Je nachdem es ^us dem ersten 
durch eine gerade oder durch eine ungerade Zahl von Permuta- 
tionen zweier Indices hervorgegangen ist. 

Ist zum Beispiel n ^^ 2, so erhält man auf die angegebene 
Art die Entwickelung des Products P = {a^— a^ [a^— a^ {a^— a^) 
aus dem ersten GÜede a^ «,* a,*: 
P=ao'a,' a/- a,'a\ a*, + a,«a,* a,*-^ a,'a,' a,'+ a,^a,'a,* - a^W<h^> 

Man kann aber auch aus dem angegebenen ersten positiven 
GUede der Entwickelung des Products P alle übrigen Glieder 
durch Permutation der Exponenten herleiten, indem man die In- 
dices ungeändert lässt. Das Vorzeichen eines so gebildeten Glie- 
des ist wieder das positive oder negative, je nachdem das Glied 
aus dem ersten positiven durch eine gerade oder ungerade Zahl 
von Permutationen zweier Exponenten entstanden ist. 

Denn ist ein Glied der Entwickelung von P: 

so weiss man, dass dieses ein zweites von entgegengesetztem Vor- 
zeichen bedingt : 

-J- öo ^1 • • • ^i ö^ • • • öf„ * 

welche Glieder, abgesehen von den Vorzeichen , in einander über- 
gehen, wenn man a^ mit a^ vertauscht. Diese Glieder gehen 
aber, abgesehen von den Vorzeichen, auch in einander über, wenn 
man die Exponenten or« und cci mit einander vertauscht. Das 
erste angegebene Glied bedingt also das zweite von entgegenge- 
setztem Vorzeichen, welches aus ihm durch Vertauschung irgend 
zweier Exponenten a, und ax erhalten wird. Demnach gilt das- 
selbe von den Exponenten, was im Vorhergehenden von den In- 
dices nachgewiesen worden ist. 
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Wenn mau in der angegebenen Entwickelung des Productes P 
die Exponenten 0, 1 ... n der n + 1 Elemente obere Indices be- 
deuten lässt, so hat man in der Voraussetzung, dass a^^ Symbole 
seien für irgend welche Grössen, die sich mit x und X ändern, 
einen Ausdruck 4 von (n + l)* Elementen a^, den man Deter- 
minante nennt. 

Wie nun die Glieder der Entwickelung des Productes P aus 
dem ersten angegebenen positiven entstehen durch Permutation 
der unteren Indices oder durch Permutation der Exponenten, so 
ergeben sich auch aus dem ersten positiven Giiede der Determi- 
nante alle übrigen Glieder derselben, entweder durch Permuta- 
tion der unteren oder dßr oberen Indices. Man braucht also 
nur das erste positive Glied der Determinante zu kennen , um 
alle übrigen Glieder derselben mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen aus demselben abzuleiten. Daher bezeichnet man die 
Determinante A, indem man nur das erste positive Glied anmerkt, 
mit dem Zeichen: 



(1) 



A^^£+ a,' a, 



Doch reicht diese Bezeichnung nicht aus in den Fällen, wo 
specielle Operationen mit den Elementen selbst auszuführen sind. 
In diesen Fällen bedient man sich, indem man alle Elemente 
der Determinante angiebt, der Bezeichnung: 



(2) 



A = 






t*0 » "I » 



Zieht man aber in Erwägung , dass alle Glieder der Deter- 
minante aus dem ersten positiven Giiede entstehen durch Permu- 
tation der oberen oder der unteren Indices, dass das erste Glied 
selbst ungeändert bleibt, wenn man in jedem Elemente den obe- 
ren Index mit dem unteren vertauscht , so sieht man ein , dass 
man auch in der Determinante den oberen Index eines jeden Ele- 
mentes mit dem unteren vertauschen kann ohne die Determinante 
selbst zu ändern. Man hat daher: 



(3) 



A = 






««°, <> . . . «n' 
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Die Determinante A zeigt Eigenschaften, die den hervorge- 
hobenen Eigenschaften des Productes P ganz ähnlich sind , und 
welche sich also ausdrücken lassen: 

(4) . . . Die Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, 

wenn man zwei untere oder zwei obere Indi- 
ces der Elemente mit einander vertauscht. 

(5) . . . Die Determinante verschwindet, wenn man für 

einen unteren Index der Elemente einen an- 
deren unteren- Index, oder wenn man für ei- 
nen oberen Index der Elemente einen anderen 
oberen Index setzt. 

Diese Eigenschaften der Determinante A ergeben sich aus 
der Betrachtung der Summe der beiden zuletzt angegebenen 
Glieder der Entwickelung von P, die in die entsprechenden De- 
terminantenglieder übergehen, wenn man die Exponenten in den- 
selben als obere Indices betrachtet. Denn auch die Summe der 
beiden Determinantenglieder ändert nur ihr Vorzeichen, wenn 
man a^ mit a^ vertauscht , oder «, mit «/. ; sie verschwindet, 
wenn man für a^ setzt a^ , oder für a^ setzt a^ . Da nun die 
ganze Determinante aus solchen Gliederpaaren besteht, die die- 
selbe Eigenschaft haben, so theilt die Determinante diese Eigen- 
schaft mit ihnen. 

Um noch andere Formen der Determinante A hervorzuheben, 
deren Bildungsgesetz auseinandergesetzt worden ist, betrachte 
man ein beliebiges Glied derselben: 



+ ao"« a,«^ . . . a, 



* 



ö« 



Dasselbe hat den Factor a^*. Da nun «« irgend eine der 
Zahlen 0, 1 ... « bedeutet, so sieht man, dass jedes Glied der 
Determinante einen Factor hat a^ mit irgend einem der oberen 
Indices 0, 1 ... w. Bezeichnet man daher mit A^ «^^ die Summe 
der Glieder, welche den Factor a^ haben, so stellt sich die 
Determinante A dar als die Summe von Producten, wie folgt: 



(6) ^=^/V + ^H*«x* + ...^. 



% 
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wobei zu bemerken ist, dass die Ausdrucke A^, Ä^ , . , A^ die 
Elemente a^, «x* • • • ^% vivM. entlialten. Denn enthielte einer 
dieser Ausdrucke noch eines der angegebenen Elemente, so wurde 
ein Glied der Entwicklung von A zwei Factoren haben mit dem- 
selben unteren Index x. 

Aber Jedes Glied der Determinante A hat auch den Factor «^ 
mit irgend einem unteren Index 0, 1 . . . «. Es stellt sich daher 
die Determinante, wenn man wie vorhin nait Aj" aj^ die Summe 
der Glieder bezeichnet, welche den Factor a^^ haben, auch so dar : 



(7) 



A=A,^a,^ + A,^a,^ + 



indem ^/, ^,* . . . A^ Ausdrücke bedeuten, die die Elemente 
^^f «!*... a^ nicht enthalten. Daraus folgt, dass der Aus- 
druck a} weder die Elemente a °, aj . . . a *, noch die Ele- 



mente a}, a?- 



aj' enthält. Setzt man daher in (6) statt 



des unteren Index x der Elemente durchweg einen anderen un- 
teren Index X, oder in (7) statt des oberen Index x der Elemente 
diu^chweg einen anderen oberen Index X, so erhalt man mit 
Rücksicht auf (5): 

(«) o = A^' «/ -f A^' a^^ + . . . ^/ a^\ 

,^ + A,^ 



(9) 



= ^/ 



a} + 



Die (w + 1)' eingeführten Ausdrücke aJ^ lassen sich auch 
als die partiellen Diiferentialquotienten der Determinante A , nach 
den Elementen derselben genommen, darstellen. Denn differen- 
zirt man die Gleichung (6) oder (7) partiell nach a^, so erhalt 
man: 
(10) 



dA _ X 

da*' 
% 



Sie lassen sich aber auch als ^Determinanten darstellen. 
Denn setzt man zum Beispiel k = a^^ = a^* , . . = a^l^ = o, so 
erhält man aus (6) mit Rücksicht auf (*2): 



CO 



**o ' I * • • • » 
, a,', . . . < 






, a,», ...«„" 
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£beaso erhält man aus (7), wenn man setzt xstsöi^^s^V-..: 
mit Rucksicht auf (-2) : 



=«•=0, 



(12) 



«0, 0, 



. «• 



%, «1 » 



-ÄA «0 



Geht man aber auf die Bildungsweise der Determinante A 
aus ihrem ersten positiven Gliede zurück und permutirt alle obe- 
ren Indices l, 2 . . . n oder alle unteren Indices 1, 2 ... « (mit 
der Anmerkung des richtigen Vorzeichens eines jeden Gliedes), 
so sieht man, dass man nicht alle Glieder der Determinante er- 
hält, sondern nur die Glieder, welche den Faclor a^^ haben. 
Da die Summe dieser Güeder aber ist: ^©^ a^^, so hat man mit 
Unterdrückung des Factors Oq^: 

m A,'=i:±a^'a^..,a:, 

woraus man durch Vergleichung mit (ii) und (l2) erhält: 



m 



0, «1*, 



, «i", . . . a; 



ao", 0, ... 



V» <^i\ 



K> «r> 



=rV2;+«/a2«...a; 



In gleicher Weise erhält man aus dem ersten positiven Gliede 
der Determinante A durch Permutation der oberen oder der un- 
teren Indices 0, I ... (n — l) die Summe der mit a„" multiplicir- 
ten Glieder a^ Z + a^ a^\ , . a^^ der Determinante. Da diese 
Summe aber gleich ist A^ «„", so hat man mit Unterdrückung 
des Factors a ": 



(15) 



A:^2±a,'a,'. 



Setzt man in der Gleichung (7), in welcher x = « sei, 
«n" + P för a, *, so geht (tieselbe über in : 



^ ,. „0 

"0 > "1 » • • • »f» 



oder in: 



= ^o»< -f A,-a,^ + . . . ^/< + A^p 
= A + A-p, 
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(16) . . . 






=2;+ao«ao^..«.:+P^±«o'«/...«„ll'. 



Die Gleichungen (6) bis (9) dienen zur Auflösung zweier Systeme 
linearer Gleichungen mit den (« + 1) Unbekannten oc^, Xt - ^ *oc^ 
und den (« + l) Unbekannten Fo, F» . . . F,, die sich unter der 
Voraussetzung, dass l die Zahlen bedeutet 0, 1 ... n, in abge- 
kürzter Form also darstellen: 



(17) 
(18) 



^l — öo* ^0 +J^t^i + . . . aj'x^. 



Multiplicirt man nämlich (17) mit J^, setzt für ;L alle Zah- 
len 0, 1 ... « und addirt; oder multiplicirt (l8) mit A^ , setzt 
für X alle Zahlen o, 1 • • . n und addirt, so erhalt man mit Rück- 
sicht auf (6) bis (9) : 

(19) ...... Ax^=A^'Ji:, + A^X, + . . . A^X^. 



(20) 



AT^.^A,^y,^A,^y, +...^/y. 



Diese beiden Gleichungen respräsentiren wieder zwei Systeme 
von Gleichungen, da x die Zahlen bedeutet 0, 1 . . . w , und geben 
die Werthe der Unbekannten x^ als lineare Ausdrücke der X^ 
und die Werthe der Unbekanuteii F^ als lineare Ausdrücke der y^. 

Die beiden gegebenen Systeme linearer Gleichungen (l7), (l8) 
haben dieselben (w + 1)* Coefficienten a^ der Unbekannten, nur 
ihre Anordnung ist verschieden. Jede xte Horizontalreihe der 
Coefficienten in dem einen Systeme ist gerade die xte Vertical- 
reihe des anderen Systemes*. Dasselbe trifft auch bei den auf- 
gelösten Gleichungen (1 9), (20) zu, wie die Ansicht dieser Glei- 
chungen lehrt. Deshalb braucht man nur das eine von den bei- 
den Systemen (17), (i8) wirklich aufzulösen. Die Auflösung des 
anderen ergiebt sich nach dieser Bemerkung von selbst. 

Die Gleichungen (i9), (20) nehmen die einfachere Gestalt an: 

(2i) ...... x^=^e^X^ + e^'X, + . . . V^«» 



(22) 



^x ^ ^^ yo + ^1* yj + . . . e,^ y,, 
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wenn man der Kürze wegen setzt — j- = e^ . Man fcann daher 
die hervorgehobene Bemerkung al9>Satz also aussprechen: 

(23) . . . Wenn (21) die Aufiösungeli sind des Systemes 
linearer Gleichungen (17), so sind (22) die Auf- 
lösungen des Systemes linearer Gleichun- 
gen (18). 

Nimmt man an , um einen speciellen Fall zu betrachten, . 
dass für alle Werthe von x und X sei a^ = «*, so wird die 
xte Horizontalreihe der Coefßcienteh in (17) gleich der xten Ver- 
tikalreihe in denselben Gleichungen, und diese Gleichungen gehen, 
abgesehen von der Bezeichnung der Unbekannten, in (18) über, 
wenn man setzt X^^ = y^. Da aber unter dieser Annahme die 
Werthe der Unbekannten, die durch (21) und (22) ausgedrückt 
sind, einander gleich sein müssen, welches auch die Werthe von 
X^ seien, so ergiebt sich aus dem Vergleich von (21) und (22), 
dass auch e^ = e^. 

Zu demselben Resultat gelangt man auch durch den Ver- 
gleich der Gleichungen (6), (8) mit den Gleichungen (7), (9). Die 
Gleichungen (6), (8) stellen nämlich, wenn A n^ o, 1 . . . n, ein 
ganzes System von (n + i) Gleichungen dar. Ein zweites System 
stellen unter derselben Voraussetzung die Gleichungen (7), (9) dar. 
Betrachtet man in dem ersten System A^., A^ , . . A^ als die 
Unbekannten, in dem zweiten System A^, A^ . . . A^ als die 
Unbekannten , so hat man zwei Systeme linearer Gleichungen, die 
sich, wenn, für alle Werthe von x und A, a^ =^i* ist, nur durch 
die Bezeichnung der Unbekannten von einander unterscheiden. 
Man hat daher A^ = A^ , A^ = ^^^ . . . A^ =z= A^ , woraus, 

wie vorhin, folgt e^ = e^. 

. Lineare Gleichungen von der beschriebenen Art treten auf, 
wenn man für die partiellen Differentialquotienten einer homogenen 
Function der zweiten Ordnung neue Variable einführt. Denn 
bezeichnet man die Summe ZaS^x^Xj^, eine Function der zwei- 
ten Ordnung in Rücksicht auf die Variabein x^i, x^ . , . x^, mit 
dem Zeichen: 

(24) fixo, x„ . . . X,) —Za^ x^ xj^. 
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so kann man durch Einführung der neuen Variahein X^ und un- 
ter der Voraussetzung, dass a^ = a^, die Gleichungen (17) also 
darstellen : 

(25) ^K = i/'W- 

Ihre Auflösungen (21) nehmen, wenn man die Function F 
definirt als die Summe: 

(26) F{X^Jr,, . . . X^^üe^X^Xj^, 

da e^ =1 ej^ ist, eine eben so einfache Gestalt an, nämlich: 

(27) x^ = iF\X^). 

Diese Bemerkungen lassen sich kurz in folgendem Satze zu- 
sammenfassen : 

(28) .... Wenn man . lineare Gleichungen von der 
Form (25) auflöset, so stellen sich die auf- 
gelösten Gleichungen unter der Form (27) 
dar. 

Die Function F nennt man die reciproke Function der 
Function f und umgekehrt f die reciproke Function von F. Wie 
Aie eine Function von der anderen abgeleitet werden kann, ist 
aus dem Vorhergehenden klar. 

Aus der Darstellung der Determinante A in (6) und (7) las- 
sen sich noch andere Sätze entwickeln. Man kann nämlich in 
dieser Darstellung bemerken, dass A in qA übergeht, wenn man 
für a^\ a^ , , , a^ respective setzt qü^, 9^% - • • 9^%"» ^^^^ 
wenn man für a^, a,* . . . a^ respective setzt qa^, qa^ , , , 9^^' 
Daher hat man den Satz: 

(29) Wenn man sämmtliche Elemente einer Ho- 
rizontalreihe oder sämmtliche Elemente 
einer Verticalreihe der Determinante mit 
demselben Factor multiplicirt, so geht die 
Determinante über in das Product der De- 
terminante uod dieses Factors. 

Setzt man in (6) a^ + Qa^^, a^ -f pa^* • • • ^x** + ^^x" 
respective für a/, ß^* . . . «/» ^ ^^^ ^*®^^ Gleichung nicht ge- 
ändert, weil der Factor von ^ im rechten Theile der Gleichung 

Hesse, Analyt. Geooielr. ß 
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aufGrundToa(d) verschwindet. Ebenso ändert sich auch die Gleicbutig 
(7) nicht, wenn man a^ + qa^, a^ +• Qa^ . . . a/ + qu^ re- 
spective setzt für a^, a^ , , , a^, weil auf Grund von (9) der 
Factor von g im rechten Theile der Gleichung verschwindet. 
Diese Bemerkungen drücken wir als Satz so aus: 

(30) .... Die Determinante bleibt ungeändert, wenn 

man in ihr eine Horizontalreihe oderVerti- 
calreihe der Elemente vermehrt um die mit 
demselben Factor multiplicirten correspon- 
direnden Elemente einer anderen Horizon- 
talreihe oder Verticalreihe. 

Man kann hiernach die Elemente einer Horizontalreihe oder 
Verticalreihe auch vermehren um die correspondirenden Elemente 
mehrerer anderer Horizontalreihen oder Verticalreihen , jede der 
letzteren Reihen mit einem anderen I^ctor multiplicirt, ohne die 
Determinante dadurch zu ändern. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit dem Hauptsatze der Mul- 
tiplication zweier Determinanten. 

(31) .... Wenn; 

so ist: 

Die Bedingung dieses Satzes lässt sich kürzer so ausdrücken: 

c ^ r= £ a^ b^ . 
% m m tn 

Demnach ist das erste positive Glied der aus den Elementen c zu- 
sammengesetzten Determinante : 

^ ^ "<0 ^0 ^i ^i ^l ^» ^'^ ^n 

WO W(,, m^ . , . m^ die Zahlen 0, 1 . . . n bedeuten. Diese Glei- 
chung kann man auch so darstellen: 

^ * * Wlo »«1 . • • "»n V Wlo *»! t/in niQ ''/«i "^mnJ 

Aus diesem ersten GUede der Determinante entspringen nun 
alle übrigen Glieder derselben durch Permutation der unteren In- 
dices der Elemente c. Bei diesem Verfahren werden aber unter 
dem Summenzeichen nur die oberen Indices der Elemente a per* 
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jnutipt, während die Indices der Elemente b ganz usgeändert blei- 
ben. Man hat daher: 

Die Determinante ^ jh a «_ . . . «-. verschwindet nach 

0*0 "'l Win 

(o), SO oft zwei von den Indices Wq, m, ... w^ einander 
gleich sind, und mit ihr die entsprechenden Glieder der Summe 
des rechten Theiles der letzten Gleichung. Da also in dieser 
Summe die Glieder fehlen, in welchen zwei oder mehrere Indices 
iiio, mj . . . m^ einander gleich sind, so bedeuten mo, m^ • • . «t. 
nur die Zahlen 0, 1 ... n in irgend einer Reihenfolge. 

Ol n 

Die Determinante ^ + ««, a« . . . «„ ist aber unter dieser 

■■■— jRq M|| I»» 

Voraussetzung nach (4) gleich + -T + «o* «i* • • • ««"» Y^ nachdem 
die Permutaüon mo m^ . . . m^ aus der Permutation 1 ... n 
durch eine gerade oder ungerade Zahl von Permutationen zweier 
Indices hervorgegangen ist. Setzt man demnach für diese Deter- 
minante ihren angegebenen Werth in die letzte Gleichung, so 
erhält man: 



Achte Vorlesung. 
Ganze homogene Functionen. 



Von gleicher Wichtigkeit als die Determinanten sind die Ei- 
genschaften der ganzen homogenen Functionen für die analyti- 
sche Geometrie. Diese Eigenschaften, insofern sie in clem Fol- 
genden eine Anwendung finden, werden den Gegenstand der ge- 
genwärtigen Vorlesung bilden. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der ganzen homo- 
genen Function: 

(!) /(a^o, «,, . . .^n) 

von n -f I Variabeln x^, x^. , , x^ vom pten Grade, dass: 

(a) <Y(^o, or,, . . . a:J = f{x^i, x,t, . . . xj). 

6* 
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Denn wenn eine ganze Function (i) der Gleichung (2) ge^ 
nugt, so ist sie zugleich eine homogene Function. 

Die Gleichung (2) hat man als eine identische Gleichung zu 
betrachten, in welcher die beiden Theile der Gleichung sich nur 
in der Form von einander unterscheiden. 

DiiTerenzirt man daher die Gleichung (2) nach t, und setzt 
nach der Differentiation t == l, so erhält man die identische 
Gleichung : 

(3) . . . p.f{Xo, a:,, . . . xjj ^= x^f'{xo) + x.f'ix,) + . . . x^f'{x^. 

Die zweimalige Differentiation nach t ergiebt, wenn man 
wieder i = l setzt, folgende identische Gleichung: 



dx^ * rfri* " ' ^^^dxf^i 



Durch dreimalige, viermalige Differentiation lassen sich aus 
(2) in gleicher Weise neue identische Gleichungen herleiten, auf 
welche wir weiter kein Gewicht legen, weil wir von ihnen im 
Folgenden keine Anwendung machen werden. 

Es seien nun a^ a\ . . . a", n + 1 gegebene ganze homogene 
Functionen der Variabein ä-q, o:, , . . . x^ respective von den Gra- 
den Po > Pi> • • • Pn' Bezeichnet man die Differentialquotienten die- 
ser Functionen, nach den n + 1 Variabein genommen, der Kürze 

dcir' 2. 

wegen mit den Zeichen ^ — = a*, so hat man nach (3) das Sy- 
stem identischer Gleichungen: 

Po«» ~ ao^Xo + fli^ar, + . . . a^^ x^ 
(5) . . .• . . ^'^^ — "»^^» + ^i*-^i + • • • «n^^n 

P««" = <^o + 0,*^:, + . . . fl^".r^. 

Diese Gleichungen kann man als lineare betrachten, wenn 
man die Variabein x^^, x^, , , . x^, wie sie zu Tage treten, nicht 
wie sie in den Functionen a^, ^i, • • • «• und in ihren Differential- 
quotienten enthalten sind, als die Unbekannten ansieht. In die- 
ser Voraussetzung haben sie die Form der Gleichungen (17) dei* 
vorhergehenden Vorlesung, welche durch Auflösung die Gleichun- 
gen (19) ergaben. 



Ganze homog€ue Funt^tionen. 
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Löset man daher die identischen Gleichungen (5) nach den 
bezeichneten Unbekannten auf, so erhält man ebenfalls identische 
Gleichungen, die wir in folgender zusammenfassen können: 

(6) . . . A,x^ = A^p^a^+ ^x'jPi«' + • •• Vi^»«" 

In ihr haben A und A^ die Bedeutung einer Determinante 
und ihres partiellen Diiferentialquotienten , nämlich: 



(7) . . 



Ä — 



«.•,«.'.. 






dA 


«o". «,", • 


• . «," 


^\ 



Die Determinante A fuhrt den Namen der Determinante 
der Functionen a^, a\ . . . a\ aus deren Differentialquotienten 
sie zusammengesetzt ist. Sie verschwindet nach (6) für dasjenige 
System Werthe der Variabeln, für welches die Functionen ver- 
schwinden, aus deren partiellen Differentialquotienten sie zusam- 
mengesetzt ist. Man hat daher den Satz: 

(8) ..... Wenn n + i ganze homogene Functionen von 
eben so vielen Variabein für ein System 
Werthe dieser Variabein verschwinden, so 
verschwindet auch die Determinante dieser 
Functionen für dasselbe System Werthe der 
Variabein. 

Durch Differentiation der identischen Gleichung (6) nach x^ 
erhalt man die ebenfalls identische Gleichung: 






dA^ 
dx,. 



dA^ 



Po**' ^-TJ^-i».«* + •• 



dAv 



dx. 



dx^ 



■P»a 



Zieht man von dieser Gleichung die mit p^ multiplicirte 
Gleichung (6) : 

aus der vorhergehenden Vorlesung ab, so erhält man: 



(9) 



^(^-^•^+^^'' = 



dA^ 

dx^ 



-Po«' 



^H* «X* (Pl - Po) + . . ^x" V(P«-- Po) 

dAJ 



dA^ 



dxv 



Pi«' + ■■•-;sr-Pn<*' 



dSB^ 



g6 Achte Voriesang. 

Differeiizirt man dagegen die Gleichung (6) nach x^, so er- 
hftlt man, wenn man die mit Po multiplicirte Gleichung (8): 

der letzten Vorlesung abzieht: 

''^ x^ = A^ a^ (pj- p,) +. . . W(P»~ Po) 



dx 



(10)... "-1 



dA.g^ dA<^ ^A^ 



Wenn nun für ein System Werthe der Variabein die Func- 
tionen €^ y a^ y , . , a"" sämmtlich verschwinden, so erhält man, da 
unter dieser Voraussetzung auch A verschwindet, für dieses Sy- 
stem Werthe aus (9) und (10) die freilich nicht mehr ideniischeo 
Gleichungen: 

^^H = ^**«xMPi - Po) + . . • ^x* V(Pn-Po)» 

(11) .... * 

dA 

5^*x = ^x* V(Pt-Po) + •• -^x^^I^Cp«- pJ' 

deren rechte Seiten verschwinden, wenn p^, «= p, 5= . . = p,. 
Daraus folgt der Satz: 

(12) .... Wenn n + i ganze homogene Functionen von 

eben so vielen Variabein und von gleichen 
Graden für ein System Werthe der Varia- 
bein verschwinden, so verschwinden auch 
die Determinanten dieser Functionen und 
ihre ersten partiellen Differentialquotien- 
ten für dasselbe System Werthe der Varia- 
bein. 

Sind dagegen p^^ r^ p, = . . = p^_, , und von p, verschieden,^ so 
hat man nach (n) : 

f[jl _ ^ n ^ » (Pn— Po) 
flfiCv « • X x^ » 

(13) 

dx^ ^x 

Diese Gleichungen beweisen den Satz: 
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(14) r • • .Wenn von n -f 1 ganzen homogenen Fuac- 

tionen eben so vieler Variabein n Func- 
tionen von demselben Grade sind, und es 
verschwinden alle n + i Functionen für ein 
System Werthe der Variabein , so sind für 
dieses System Vi^erthe der Variabein die 
partiellen Differentialquotienten der De- 
terminante der n + i Functionen proportio- 
nal den entsprechenden partiellenDifferen- 
tialquotienten der ungleichgradigen Func- 
tion. 

Mit derselben Leichtigkeit lässt sich endlich aus den Glei- 
chungen (ll) der allgemeinere Satz ablesen: 

(15) . . . .Wenn von n + 1 ganzen homogenen Func- 

tionen o®, a\ . . , a* von eben so vielen Varia- 
bein die Functionen a°, a\ . . a"*"* von demsel- 
ben Grade sind, und es verschwinden sämmt- 
liche n + 1 Functionen für ein System Wer- 
the der Variabein , so hat man für dieses 
System Werthe der Variabein die Gleichun- 
gen: 

in weichen die Ausdrücke P„, i^^+j, - * - Pn un- 
abhängig sind von dem besonderen Werthe 
von A. 

Wir legen auf diese vier Sätze deshalb ein Gewicht, weil 
sie lehren , in ähnlicher Weise , wie B e z o ut und Sylvester die 
Elimination der Variabein aus zwei Gleichungen von höheren 
Graden zurückführen auf die Elimination der Unbekannten aus 
linearen Gleichungen, so, wenigstens in manchen Fällen, wo die 
Theorie noch hinter den Anforderungen zurückbleibt, die Elimi- 
nation der Variabein aus mehr als zwei Gleichungen ebenfalls 
auf die Elimination der Unbekannten aus linearen Gleichungen 
zurück zu führen. Die Untersuchungen in der nächsten Vor- 
lesung werden Beispiele dazu bieten. 



8S 



Achte Voriesimg. 



Zum Schlüsse wollen wir eiue Anwendung des ersten von 
diesen vier Sätzen machen, indem wir die Bedingung suchen, 
welche die homogenen Coordinaten von vier Punkten (a^oyo^oPo)» 
(a?i Pi 2| pi), {x^Pt ^ Pt)y^ (^8 yt «8 P^) erfüllen müssen, wenn die- 
selben auf irgend einer Ebene: 

ux + vp + fvz + rp = 
liegen sollen. 

Diese Bedingungen sind: 

«•'^0 + ^y^ + wZf^ + rp^=o 
uXi + vyi + wzi + rpi = 
«ar, + ry, + tvz^ + rpt^=i o 
«•'«^8 + vy^ + w^s + rjpa = 0. 

Man hat hier also vier lineare homogene Functionen der 
Variabein m, v, w, r, welche für ein System Werthe dieser Va- 
nabeln verschwinden. Der Satz (8) giebt die gesuchte Bedingungs- 
gleichung: 



(16) 



^0» ^0» ^0' -Po 

^1* y\f ^1. Pi 

^%y yt. ^t, Pt 

*8» y«. ^8. Pb 



Man drückt dieselbe durch rechtwinklige Coordinaten der 
vier Punkte aus, indem man pj,c=pi =rp, p= p, = i setzt: 



(17) 



^i, yif ^1, 1 
^t* yt» «t, 1 

^3. yzy 2:3, I 



Aber dieses ist eine andere Form für dieselbe Bedingungs- 
gleichung, die wir in der ersten Vorlesung unter (18) durch 
6 17 = ausgedrückt haben. Um den linken Theil der zuletzt 
angeführten Gleichung (I6) auf die Form von %n zurückzuführen, 
hat man mehrere Sätze der siebenten Vorlesung in Anwendung 
zu bringen. Derselbe erhält durch mehrmalige Anwendung des 
Stazes (4] schliesslich die Gestalt: 
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1, .-«^8, Vi* ^a 

Dieser Ausdruck geht durch wiederholte Anwendung des 
Satzes (30) über in: 

0, a:, — oTo, yt — yo. «t — ^o 

0, iTs — ^0» ys — yo».^3 — «0 

und erhält nach (14) die Gestalt: 



^1 — ^0» yi ~ yo» *i "" ^0 
^t — «0» yt — yo» «1 — ^0 
.-^3 — ^0» ys — yo' ^« — «0 



= — 6i7. 



Neunte Vorlesung. 
Allgemeine Eigenscliaften der Oberflächen 
, zweiter Ordnung. 



Wie man die Ebene als den geometrischen Ort eines Punk- 
tes betrachten kann, dessen rechtwinklige Coordinaten einer ge- 
gebenen linearen Gleichung genügen,, so werden wir den geo- 
metrischen Ort eines Punktes, dessen rechtwinklige Coordinaten 
einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades: 

/"(^»y, z) = 

genügen, eine Oberfläche zweiter Ordnung nennen, und 
die gegebene Gleichung die Gleichung dieser Oberfläche. 

Die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist hier- 
nach aus 10 Gliedern zusammengesetzt, die respective die Facto- 
ren haben: a^, y*, «*, yz, zx, xy, x, y, z, l, und jeder dieser Facto- 
ren hat seinen Coefficienten. Von diesen 10 CoefBcienten kann 
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jedoch einer, zum Beispiel der letzte, auf die Einheit zurück- 
geführt werden, indem man die Gleichung der Oberfläche durch 
ihn dividirt. In der auf diese Weise vereinfachten Gleichung 
der Oberfläche bleiben nur 9 Coeflicienten zurück, die linear in 
die Gleichung eingehen und deren Werthe die Natur der Ober- 
fläche bestimmen. 

Diese 9 Coefficienten können nicht mehr willkürlich sein, 
wenn die Oberfläche durch einen gegebenen Punkt gehen soll, 
sie müssen vielmehr der linearen Gleichung genügen, die man 
erhält, wenn man in der Gleichung der (Äerfläche für die va- 
riabeln Coordinaten setzt die Coordinaten des gegebenen Punktes. 

Es werden daher 9 solcher Bedingungsgleichungen erfordert, 
um die 9 Coefficienten, und dadurch die Oberfläche selbst un- 
zweideutig zu bestimmen. Aber nicht jede 9 Punkte bestimmen 
die Oberfläche unzweideutig. Denn wenn man die 9 Punkte so 
wählt, dass von den 9 Bedingungsgleichungen eine oder mehrere 
aus den übrigen folgen, so hat man nicht mehr die hinreichende 
Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen ^n 9 zu bestimmen- 
den Coefficienten. Daher drücken wir die gemachten Bemerkun- 
gen kurz so aus: 

Durch 9 beliebig gewählte Punkte im Räume lässt 
sich im Allgemeinen nur eine einzige Oberfläche zwei- 
ter Ordnung hindurchlegen, und diese Oberfläche ist 
in allen ihren Theilen durch die 9 gewählten Punkte 
unzweideutig bestimmt. 

Es bietet sich zunächst die Aufgabe dar: wenn 9 Punkte 
einer Oberfläche weiter Ordnung gegeben sind, einen beliebi- 
gen zehnten Punkt der Oberfläche zu construiren, etwa den Punkt, 
in welchem eine, beliebig durch einen der 9 gegebenen Punkte 
gelegte, gerade Linie die Oberfläche schneidet. Diese Aufgabe 
hat zwar ihre Lösung gefunden in Crelle's Journal für Mathema- 
tik Bd. 24, p. 36, aber sie entbehrt. noch der Einfachheit und 
Eleganz, wodurch sich die Auflösung der analogen Aufgabe in 
der Ebene durch den PascaFschen Satz auszeichnet. 

Acht beliebig gewählte Punkte einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung bestimmen dieselbe nicht vollständig. Denn die 9 Coefficien- 
ten in der Gleichung der Oberfläche brauchen ja nur 8 linearen 
Bedingungsgleichungen zu genügen. Aber es lassen sich durch 
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diese 8 BedingungsgleichuDgen 8 Ceefißdenten durch den neunten 
ausdrücken, den wir mit A bezeichnen wollen, und der ganz will- 
kürlich bleibt. 

Sdmmtliche Ausdrücke für die 8 Coefficienten sind von der 
Form a '- ßl, wo er und ß Functionen bedeuten der Coordinaten 
der gegebenen 8 Punkte, die mit den 8 Punkten gegeben sind. 
Setzt man diese Ausdrücke für die 8 CoefQcienten in die Glei- 
chung der Oberfläche ein, so hat man die Gleichung der Ober- 
fläche, welche durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht, und 
die Gldchung selbst stellt sich, wenn man die GUeder zusammen- 
fasst, welche unabhängig von X sind, ebenso die Glieder, welche 
den Factor X haben, unter der Form dar: 

Diese Gleichung mit dem willkürlichen Factor X umfasst alle 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen SPunkte 
hindurchgehen. Denn da die Oberfläche erst durch 9 Punkte voll- 
ständig bestimmt ist , so kann man den Factor l immer so be- 
stimmen, dass die Oberfläche noch durch einen gegebenen neun- 
ten Punkt hindurchgeht. 

Die Gleichungen: 

g>i^f y, z) = 0, '^{x, y, z) = 

stellen zwei Oberflächen zweiter Ordnung dar, von denen Jede 
durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht. Sie schneiden sich 
in einer Raumcurve, welche ebenfalls durch die gegebenen 8 Punkte 
hindurchgeht. Diese Curve enthält ausser diesen 8 Punkten noch 
unendlich viele ändere, die aber alle durch die 8 Punkte be- 
stimmt sind und welche auch auf der allgemeinen Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen, die durch , die gegebenen 8 Punkte ge- 
legt ist. Wir drücken diese Bemerkungen als Satz kurz so aus: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung,'welche durch 
8 beliebig gewählte Punkte des Raumes hindurch- 
gehen, gehen im Allgemeinen zugleich durch eine 
durch die 8 Punkte bestimmte Raumcurve, in wel- 
cher sich je zwei von den genannten Oberflächen 
schneiden. 

Da diese Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden, durch beliebige 8 in ihr gewählte Punkte 
bestinunt ist, so kann man sich die Aufgabe stellen, einen be- 
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liebigen neunten Punkt der Curve zu constnüren. Diese Auf- 
gabe ist bisher nicht gelöset worden, und es scheint, dass die 
Auflösung nicht mehr linear sein kann, das heisst, nicht durch 
. Construction allein von Ebenen und geraden Linien ausführbar. 

Sollen hiernach 9 Punkte des Raumes eine Oberfläche zwei- 
ter Ordnung unzweideutig bestimmen, so dürfen sie nicht auf 
einer Raumcurve' liegen, in welcher sich zwei Oberflächen zwei- 
ter Ordnung 9 = und ^ =z schneiden. Denn durch aUe 
Punkte dieser Curve geht die ganze Schaar der Oberflächen 
ip — k'^ = hindurch , weil die Coordinaten aller Punkte, wel- 
che die beiden ersten Gleichungen erfüllen, auch der letzten ge- 
nügen. Zugleich sieht man aber auch, dass zur Bestimmung 
einer Oberfläche zweiter Ordnung beliebige 8 auf ihr gewählte 
Punkte aequivalent sind mit der durch die 8 Punkte gelegten 
Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung 
schneiden. 

Ein specieller Fall der Oberflächen zweiter Ordnung ist ein 
Ebenenpaar. Denn wenn: 

A = Oy B z=i 
die Gleichungen zweier Ebenen bedeuten, so ist die Gleichung: 

JB = 0, 

welche ausdrückt, dass der variable Punkt {x^y, z) entweder in 
der einen oder in der anderen Ebene liegt, nach der Definition 
die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung. Diese Ebenen 
schneiden eine gegebene Oberfläche zweiter Ordnung ^ = in 
zwei ebenen Curven, und jede Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche durch die beiden ebenen Curven hindurchgeht, stellt 
sich unter der Form dar: 

f -- kAB z=z 0, 

so dass, wenn 9? := die Gleichung irgend einer Oberfläche 
zweiter Ordnung ist, welche durch die beiden ebenen Curven 
hindurchgeht, man Werthe von k und fi wird bestimmen können, 
dass man identisch hat: 

f — k AB ^ (jL(p, 

Wenn dagegen nur fnnd A gegeben sind, so führt die Gleidiung^ 
der Oberfläche zweiter Ordnung f— kAB^=o vier in IB 
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steckende willkürliche Constanten mit sich. Diese Gleichung stellt 
feine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welche durch die Schnitt* 
curve der Ebene A z=z o und der Oberfläche fc=:o hindurchgeht. 
Dass diese Gleichung mit den vier wilikürhchen Constanten aber 
alle Oberflächen zweiter Ordnung darstellt, welche durch die ge- 
nannte ebene SchniUcurve hindurchgehen, kann man sich unter 
der Voraussetzung des Satzes „dass die Schnittcurve einer Ebene 
und einer Oberfläche zweiter Ordnung durch fünf Punkte derselben 
unzweideutig bestimmt ist", etwa auf folgende Art verdeutlichen. 
Die Sfhnittcurve von ^ = o und f = o ist aequivalent mit 
5 Punkten auf ihr. Soll daher eine (H>erfläche zweiter Ordnung 
g) = durch diese Schnittcurve hindurchgehen, so hat die Glei- 
chung derselben 5 linearen Bedingungen zu genügen. Sie muss 
also noch 4 willkürliche Constanten enthalten, welchen man solche 
Werthe geben kann, dass die Oberfläche noch durch 4 andere 
gegebene Punkte des Raumes hindurchgeht. Dieser Bedingung 
genügt aber die angegebene Gleichung f — lAB^o, 

Wenn daher umgekehrt f = o und 9? == o die Gleichungen 
von irgend zwei gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung sind, 
die sich in einer ebenen Curve schneiden, welche in der Ebene 
A =z liegt, so wii'd man die vier Constanten m IB und einen 
Factor (i immer so beUimmen können, dass man identisch hat: 

/* — ftg) = lAB. 

/ Es beweiset dieses den Satz: 

Wenn zwei Oberflächen "zweiter Ordnung sich in 
einer ebenen Curve schneiden, so schneiden sie sich 
zugleich noch in einer zweiten ebenen Curve. 

Wir werden in einer späteren Vorlesung über die Kreis- 
schnitte der Oberflächen zweiter Ordnung Gelegenheit haben von 
diesem Satze Gebrauch zu machen, nachdem wir jedoch vorher 
die oben angegebene Voraussetzung werden bewiesen haben. 

Sind nur 7 Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung ge- 
geben, so haben die 9 Coefficienten in der Gleichung der Ober- 
fläche auch nur 7 linearen Bedingungsgieichungen zu genügen. 
Betrachtet man daher in diesen Bedingungsgleichungen 7 Coef- 
ficienten als die Unbekannten, und druckt sie, indem man die 
Gleichungen auflöset, durch die beiden anderen x und l aus, 



94 Nennte Vorlesung. 

die willkürlich bleiben, so erhält man v Ausdrücke von der Form 
a + ß% + yl, und die Gleichung der Oberfläche selbst nirom^ 
wenn man diese Ausdrucke substituirt, die Gestalt an: 

g) + xi/; -f- Xjf = o. 

Diese Gleichung mit den beiden willkürlichen Constanten 
X und A ist der analjrtische Ausdruck eines ganzen Systemes 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen 
7 Punkte hindurchgehen. Sie' ist zusammengesetzt aus den Glei- 
chungen : • 

von drei Oberflächen zweiter Ordnung", welche sich in den ge- 
nannten 7 Punkten schneiden, und stellt, weil sie zwei willkür- 
liche Constanten mit sich führt, und weil sie erfüllt wird für alle 
Werthe der Coordinaten, welche den drei letzten Gleichungen 
der drei Oberflächen zweiter Ordnung zugleich genügen, alle 
Oberflächen zweiter Ordnung dar, welche hindurchgehen durch 
sämmtliche Schnittpunkte der drei Oberflächen. Setzt man nun 
voraus, dass drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Pimkten 
schneiden, eine Voraussetzung, die wir gleich begründen werden, 

so hat man den Satz: 

# 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 

7 gegebene Punkte des Raumes gehen, gehen zugleich 

durch einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten 

Punkt hindurch. 

Hieraus entspringt* nun die Aufgabe: wenn 7 Punkte des 
Raumes gegeben sind, den achten Punkt zu construiren, in wel- 
chem sich drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, die durch 
die 7 gegebenen Punkte hindurchgehen. Eine lineare Con- 
struction findet man in Crelle's Journal für Mathematik Bd. 20, 
p. 304-308. 

Wenn nach dem Vorhergehenden die Raumcurve, in welcher 
sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, gegeben ist 
durch 8 Punkte in ihr, so ist es nach denj zuletzt angegebenen 
Satze einleuchtend, dass zu ihrer Bestimmung nicht solche 8 Punkte 
gewählt werden dürfen, in welchen sich drei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden. 
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Die Frage nach > der Zahl der Schnittpunkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung: 

weiche sich nicht in ein und derselben Curve schneiden, ist ein 
rein algebraisches Problem, .welches dadurch seine Lösung findet, 
ilass man feststellt, wie viele Systeme Werlhe der Variabein den 
angegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, oder dass 
man den Grad der Endgleichung bestimmt, welche aus den drei 
Gleichungen durch Elimination von zwei Variabeln hervorgeht. 
Da aber der Grad der Endgleichung bei einem ungeschickten 
Elindnationsverfahren leicht durch einen überflüssigen Factor er- 
höht werden kann , so- ist es zweckdienlich die Zahl der Schnitt- 
punkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung in einem speciellen 
Falle festzustellen. Denn kennt man diese Zahl in einem spe- 
ciellen Falle, und man findet den Grad der Endgleichung gleich 
jener Zahl, so kann man versichert sein, dass die Endgleichung 
keinen überflüssigen Factor enthält. Nun lehrt aber die geometri- 
sche Betrachtung, dass drei Ebenenpaare, als specieller Fall dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung, sich in 8 Punkten schneiden. 
Wenn daher das im Allgemeinen einzuhaltende Eliminations- 
verfahren schliesslich auch eine Gleichung des achten Grades 
giebt, so wird man dadurch den Beweis geführt haben, dass 
überhaupt drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Punkten 
schneiden. 

Wenn man durch Einführung der homogenen Coordinaten 
statt der rechtwinkligen, indem man — , ^,~ setzt respective 
für Xy y, z, in die gegebenen Gleichungen , und durch Multiplica- 
tion mit p\ dieselben auf die Form zurückführt: 

(p [x, y, 2, /?) = 0. iff {x, y, z, p)=:o, % (^» t/» ^» P) ~ o, 

in welcher Form die linken Theile der Gleichungen homogene 
ganze Functionen des zweiten Grades der vier Coordinaten 
X, y, z, p bedeuten, so kommt das erwähnte algebraische Pro- 
blem darauf zurück, durch Elimination von zwei Coordinaten 
aus den zuletzt angegebenen drei Gleichungen die in Rücksicht 
auf die beiden anderen Coordinaten homogene Endgleichung zu 
bestimmen. 
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Aber auch dieses Problem entbehrt noch der Symmetrie, 
deren Aufrechterhaltung in den analytischen Operationen • sich 
von so grossem Nutzen erweiset. Deshalb erweitern wir das 
Problem, indem wir es also ausdrücken: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination von x, y, z, p aus den vier homogenen 
Gleichungen hervorgeht: 

9 («. y> «» P) = o, '^ {x, y, z, p) = o, X (^* y* ^> P) — 0» 
B ^ ux + vy + WZ + rp =: 0, 

Denn aus der in u, v, w, r homogenen Endgleichung wird, wenn 
man setzt: u = v = o, w z=zp, r :=: ^ z, wodurch It identisch 
verschwindet, die eine Lösung des vorhergehenden Problems er- 
halten, und in ähnlicher Weise die übrigen. Der Grad der in 
u, r, w, r homogenen Endgleichung wird folglich gleich der Zahl 
der Schnittpunkte der drei Oberflächen zweiter Ordnung sein. 

Aber auch das erweiterte algebraische Problem hat seine 
geometrische Bedeutung. Denn betrachten wir ti, v, w, r als die 
variabeln Coordinaten einer Ebene , so stellt JR =r o einen Punkt 
dar, und zwar, wenn wir unter x^y, z, p die aus den Gleichun- 
gen der drei Oberflächen g) = o, i/; = o, ;t = o sich ergebenden 
Werthe dieser Coordinaten verstehen, den Schnittpunkt der drei 
Oberflächen. Schneiden sich die drei Oberflächen in mehr als 
einem Punkte, so wird die durch Elimination der Punktcoordina- 
ten hervorgehende Endgleichung in Ebenencoordinaten das Pro- 
duct sämmtlicher Schnittpunktgleichungen darstellen, und sich da- 
her in lineare Factoren auflösen lassen müssen. 

Wir wenden uns nun zu der Lösung des Problems. Nach 
demselben hat man vier ganze homogene Functionen der Va- 
riabein X, y, z, p, welche für ein System Werthe dieser Va- 
riabein verschwinden : 

Die Determinante J dieser vier Functionen ist eine homo- 
gene Function des dritten Grades in Rücksicht auf die Va- 
riabein und eine homogene Function des ersten Grades in 
Rücksicht auf die Ebenencoordinaten u, v, w, r. Da die 
drei ersten Functionen von gleichem Grade sind, so kommt 
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der Saiz (14) der vorhergehenden Vorlesung in Anwendung, nach 
welchem man hat: 

— +Att = o. -^ + lv = o, 

dz * dp 

Neben diesen vier Gleichungen hat man noch folgende sieben: 

xR = o, yR = o, zR=o, pR = o, 

Dieses sind im Ganzen 11 lineare und homogene Gleichungen 
zwischen den IJ Unbekannten: 

a:*» y', ^, p\ ^y. ^^> ^p> y^f yp* zp, x. 

Betrachtet man diese 11 Unbekannten als Variable, so hat man 
11 lineare homogene Functionen, welche für ein System Werthe 
der Variabein verschwinden , nämlich die linken Theile jener 
11 Gleichungen. Die Determinante Ä dieser 11 linearen Func- 
tienen verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung. 
Man hat daher als Resultat der Elimination: 

Ä = 0. 

Dass diese Gleichung homogen und vom achten Grade ist 
rücksichtlich der Ebenencoordinaten , sieht man sogleich, wenn 
man die Determinante 5i in der gebräuchlichen Form hinschreibt 
mit Angabe der Grade der Componenten. Dadurch ist zugleich 
im Allgemeinen der Satz bewiesen: 

Drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten. 

Wenn eine von den drei Oberflächen in ein Ebenenpaar 
übergeht, so werden jede von diesen Ebenen und die beiden an- 
deren Oberflächen sich nur in vier Punkten schneiden können, 
was wir so ausdrücken: 

Zwei Oberflächen zweiter Ordnung und eine 
Ebene schneiden sich in 4 Punkten. 

Dieser Satz wird durch die Auflösung der folgenden Auf- 
gabe auch direct bewiesen: 

Hesse, AnalyL Geomeir. 7 
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Die En<rgleichung zn bestimmen, welche durch 
Elimination von x, y, z, p aus den Gleichungen hervor- 
geht: 

g)(a:, y, z, jp) = 0, i/; (ar, y, z, p) = o , 

A^ax + by + cz +dp=iOy R^E£ux + t;y + wz + rp=o. 

Man hat hier wieder vier homogene Functionen <p, ^, J, R, 
die beiden ersten vom zweiten, die anderen beiden vom ersten 
Grade, welche für ein System Werthe der Variabeln x, y, z, p 
verschwinden. t)ie Determinante ^ dieser Functionen ist homogen 
und von dem zweiten Grade. * Da nun die beiden ersten Func- 
tionen von gleichem Grade sind, so hat man nach Satz (|5) der 
vorhergehenden Vorlesung : 

-^^ + Xu + iia ^^ 0, -^ + itJ -ffift = 0, 

-j^ + Aw + ^c = o, — + Ar + fic/ = o, 

und wenn man noch die Gleichungen hinzufügt: 

^ = o, Ä = 0, 
so hat man 6 in Rücksicht auf die 6 Unbekannten: 

X, y, z, p, X, (i 

lineare homogene Gleichungen. Das Resultat der Elimination die- 
ser Unbekannten aus den 6 Gleichungen wird : 

51 = 0, 

eine in den Ebenencoordinaten u, v, w, r homogene Gleichung 
des vierten Grades. Der hierdmxli bewiesene Satz lässt sich auch 
so ausdrücken: 

Die Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter 
Ordnung wird durch eine Ebene in 4 Punkten ge- 
schnitten. 

Wird von den beiden Oberflächen zweiter Ordnung die eine 
ein Ebenenpaar, so ergiebt sich der Satz: 

Eine Oberfläche zweiter Ordnung wird durch 
eine gerade Linie in 2 Punkten geschnitten, 

der durch die Auflösung folgender Aufgabe auch direct bewiesen 
wird : 



Allgemeine Eigenschaften der Oherfläclien zweiter Ordnung. Ö9 

Die Endgleichnng zu bestimmen, welche aus der 
Elimination von »r, y, z, p aus den Gleichungen her- 
vorgeht: 

9> (^» y> X» P) = 0, J^^ax + by + cz + dp = o, 

B^ax+ßy + yz-i-dprzzzOy R^ux + vy-i-wz + rjp = o. 

Es verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung die 
in X, y, z, p ßneare homogene Determinante J der Functionen 
(p, A, B, R, welche in Rücksicht auf u, v, w, r linear und homo- 
gen ist, für das System Werthe der Variabein, weiches den an- 
gegebenen vier Gleichungen genügt. Daher hat man die vier 
linearen Gleichungen: 

J = o, A = o, B^=o, R = 0, 

auB welchen durch Elimination der Variabein die in u, v, tv, r 
homogene Gleichung: 

Ä = 

des zweiten Grades hervorgeht, welche analytisch das Schnitt- 
punktenpaar der Oberfläche zweiter Ordnung gp = o und der bei- 
den Ebenen A = o, B= ö darstellt. 



Zehnte Vorlesung. 

Pole und Polarebenen der Oberflächen zweiter 

Ordnung. 



Wir gehen von der durch Einführung der homogenen Coor- 
dinaten x,y,z,p statt der rechtwinkligen Coordinaten homogen 
gemachten Gleichung zweiten Grades: 

(0 . . . •. f{x,yyZ,p) = o 

als dem analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter Ord- 
nung aus. Wir bringen dieselbe in Verbindung mit den Glei- 
chungen einer geraden Linie, die durch irgend zwei Punkte 
und I in ihr, deren Coordinaten wir mit den angehängten In- 

7* 
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dices 0, 1 bezeichnen, besdnomt ist, nämlich nach (i) der sech3- 
ten Vorlesung: 

00= Xo+ Xx , 

y = y« + ^yn 

(•2) 

z = Zf^ + Xzi, 

P = Po+ ^Pl' 

Diese Coordinaten x,y, z,p^ wenn sie der Gleichung der Ober- 
fläche (1) genügen, sind die Coordinaten des Schnittpunktes der 
Oberfläche und der geraden Linie. Man hat daher zur Bestim- 
mubg von X für den Schnittpunkt die Gleichung: 

(3) /(^o + ^^1» Po + h\* ^0 + ^^if Po + ^Pi) = ^' 

Da diese Gleichung aber in X eine quadratische ist, so er- 
kennt man darin einen zweiten Beweis, dass die gerade Linie 
die Oberfläche zweiter Ordnung in zwei Punkten schneidet. Die 
Coordinaten x, y, z, p des einen oder des anderen Schnittpunktes 
erhält man aus (2), indem man die eine oder die andere Wurzel 
für iL setzt. Da die (piadratische Gleichung entweder zwei reelle 
oder zwei imaginäre Wurzeln hat, so wird dem gemäss die ge- 
rade Linie die Oberfläche zweiter Ordnung entweder in zwei 
reellen oder in zwei imaginären Punkten schneiden. Das Ver- 
hältniss der beiden Wurzeln ist das anharmonische des Schnitt- 
punktenpaares zu dem gegebenen Punktenpaar. Die Bedin- 
gung, dass das Schnittpunktenpaar harmonisch sei zu dem ge- 
gebenen, ist daher das Verschwinden der Summe der beiden 
Wurzeln. 

Um diese Bedingung auszudrucken, entwickeln wir die Glei- 
chung (3) mit Hülfe des Maclaurin'schen Satzes nach J^otenzen 
von X, wodurch die Gleichung die Gestalt erhält^ 

W /*oo+2Vo. + ^Y.. = o, 

wenn. 

2Ai = 2/-(ar„t/„t„p,) = xj\x,)+ t/jy,) + z,f\z,) + pj'{p,), 
2^, = xj\x,) + y^f{y,) + za\z,) + pj\p,). 



Pole und Polarebenen der Oberflächen zweiter Ordnung. 101 

Die Summe der beiden Wurzeln verschwindet allein miter 
der Bedingung: 

(5) ^if\^^) + t/if^o) + 2if\zo) + Pxf\po) = 0, 

welche sich auch so ausdrücken lässt: 

(6) ..... . o^o/^Vi) + y.r{y^) + ^or(^,) + Po/^O.) = 0, 

denn der linke Theil dieser Gleichung bleibt bei der Vertauschung 
der Indices und 1 mit einander ungeändert, wovon man sich 
leicht überzeugen kann, wenn man für die Zeichen der Differen- 
tialquotienten ihre wirklichen Ausdrücke setzt. 

Diese Gleichung ist also die Bedingung zmscben den Coor- 
dinaten zweier Punkte und i , die stattfmden muss , wenn die 
Verhindungslinie derselben die Oberfläche zweiter Ordnung in 
zwei Punkten schneiden soll, die harmonisch sind zu den Punk- 
ten und 1 . 

. Man nennt zwei Punkte harmonische Pole der Ober- 
fläche zweiter Ordnung, wenn ihre Verbindungslinie die 
Oberfläche in zwei Punkten schneidet, die harmonisch sind zu 
den beiden Punkten. Die Gleichung (5) oder (6) ist demnach die 
einzige Bedingungsgleichung für ein harmonisches Polenpaar 
und 1 der Oberfläche (l). Diese Bedingungsgleichnng ist linear 
und homogen in Rücksicht auf die Coordinaten jedes der beiden 
Pole. Deshalb wird der geometrische Ort des einem gegebenen 
Punkte zugeordneten harmonischen Poles {x, y, z, p) eine Ebene 
sein: 
(7) xf[x,) + yf\y,) + zf'(z,) + pf\po)'= 0. 

Diese Ebene nennt man die Polarebene des gegebenen 
Punktes, oder seine Polare* und den gegebenen Punkt den Pol 
der Ebene. Die Polarebene eines gegebenen Punktes ist dem- 
nach der geometrische Ort des dem gegebenen Punkte zugeord- 
neten Poles, oder, anders ausgedrückt, der geometrische Ort 
des vierten harmonischen Punktes auf den durch den gegebenen 
Punkt gehenden Strahlen. 

Bezeichnet man die homogenen Coordinaten der Polarebene 
des Punktes mit u^, v^, Wq, r^, so hat man folgende lineare Re- 
lationen zwischen den Coordinaten des Poles und den Coordina- 
ten seiner Polarebene: 
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wodurch die Coordinateu der Polarebene ausgedrückt sind durch 
die Coordinaten des Poles, und umgekehrt die Coordinaten des 
Poles sich berechnen lassen, wenn die Coordinaten der Polar- 
ebene gegeben sind. Da im letzteren Falle die Coordinaten der 
Polarebene beliebige Werthe erhalten können, so sieht man, 
dass jede beliebige Ebene die Polarebene eines durch die Ebene 
bestimmten Punktes ist, gleich wie Jeder Punkt des Raumes seine 
Polarebene hat. 

Wenn man auf der Polarebene (7) des Punktes einen be- 
liebig gewählten Punkt 1 fixirt, so hat man nach dem Vorher- 
gehenden die Relation (6). Die Gleichung der Polarebene des 
Punktes 1 1 

^n^O + yf'[yi) + ^/"(^.) + pfiPi) = 

.wird hiernach erfüllt, wenn man für die variabeln Coordinaten 
die Coordinaten des Punktes setzt, das heisst, die Polarebene 
des Punktes l geht durch den Punkt 0. Man erkennt lüerin 
den Beweis des Satzes: 

Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht 
sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol der 
Ebene. 

Hieraus folgt sogleich ein zweiter Satz: 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, so 
dreht sich seine Polarebene um eine zweite gerade 
Linie, die in der Polarebene liegt. 

Diese beiden geraden Linien entsprechen einander in der 
Weise, dass die Polarebenen der Punkte auf der einen geraden 
Linie sich in der zweiten geraden Linie schneiden. Ein solches 
Linienpaar nennt man reciproke Polaren der Oberfläche 
zweiter Ordnung und man erkennt leicht, dass jede beliebige ge- 
rade Linie im Räume ihre reciproke Polare hat. 

Es sind hierdurch zugleich die Mittel geboteu mit Leichtig- 
keit die umgekehrten Sätze zu beweisen, nämlich folgende: 

Wenn eine Ebene sich um einen gegebenen Punkt 
dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die Polarebene 
des gegebenen Punktes. ^ 

Wenn eine Ebene sich um eine gerade Linie in 
ihr dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die reci- 
proke Polare der geraden Linie. 
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Der Pol liegt von seiner Polarebene bald w^ter entfernt, 
bald näher. Je nach seiner Lage zu der Oberfläche. Er kann 
selbst in seine Polarebene hineinfallen. Die Bedingung, dass er 
in seine Palarebene falle, wird aus (7) erhalten, wenn man für 
die variabeln Coordinaten die Coordinaten des Poles setzt, wo- 
diu*ch man erhält f{^o,yo>^OfPo) = o- Das heisst, wenn der 
Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter Ordnung wird, so liegt er 
in seiner Polarebene. In diesem Falle hat auch die Polarebene 
eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Denn wählt man auf der Po- 
larebene des in die Oberfläche fallenden Poles o beliebig einen 
Punkt p, so sind o und p harmonische Pole der Oberfläche. 
Die gerade Linie op schneidet also die Oberfläche in einem 
Punktenpaar, welches harmonisch \si zu dem Punktenpaar o, p. 
Von diesem Schnittpunktenpaar fallt aber ein Punkt mit dem 
Punkte zusammen. Es muss daher der andere ebenfalls mit 
ihm zusammen fallen. Das heisst die gerade Linie op schneidet 
die Oberfläche in zwei mit o zusammenfallenden Punkten. Eine 
solche gerade Linie nennt man Tangente der Oberfläche im 
Punkte 0. Die Polarebene von o ist demnach der geometrische 
Ort der Tangenten der Oberfläche in dem Punkte o. 

Der geometrische Ort der Tangenten in einem Punkte o der 
Oberfläche zweiter Ordnung ist hiernach eine Ebene, die Tan- 
gentenebene der Oberfläche in diesem Punkte. Wir drücken 
diese Bemerkungen kurz so aus: 

Wenn der Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter 
Ordnung wird, so wird seine Polarebene die Tangen- 
tenebene der Oberfläche in diesem Punkte, und um- 
gekehrt, der Pol der Tangentenebene einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung ist der Berührungspunkt. 

Die Gleichung (7) ist demnach die Gleichung der Tangenten- 
ebene in dem Punkte {xq, i/q, Zq, Po)» wenn dieser Punkt in der 
Oberfläche zweiter Ordnung selbst liegt. 

Schneidet man die Oberfläche zweiter Ordnung durch eine 
Ebene e, deren Pol p sei, und nimmt auf der Schnittcurve beliebig 
einen Punkt o an, so geht die Tangentenebene der Oberfläche 
im Punkte o, weil sie Polar ebene dieses Putiktes ist, durch p, und 
die gerade Linie op ist Tangente der Oberfläche. Man hat daher 
den Satz: 
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Wenn man den Pol einer Ebene durch eine gerade 
Linie verbindet mit irgend einem Punkte derScfanitt- 
curve der Ebene und d^r Oberfläche zweiter Ordnung, 
so ist diese gerade Linie Tangente der Oberfläche in 
dem letzteren Punkte. 

Man erhält daher die Tangenten, die von einem gegebenen 
Punkte an eine Oberfläche zweiter Ordnung gelegt werden kön- 
nen, wenn man Jeden Punkt der Schnittcurve der Polarebene 
durch eine gerade Linie verbindet mit dem gegebenen Punkte. 
Der geometrische Ort dieser Tangenten ist der Tangenten- 
kegel der Oberfläche. Der Tangentenkegel berührt also eine 
Oberfläche zweiler Ordnung in derjenigen Curve, in welcher die 
Polarebene der Spitze die Oberfläche schneidet. 

Wir wiederholen die Relationen (8) zwischen den Coordina- 
ten X, y, z, p des Poles und den Coordinaten «, Vy w, r der Polar- 
ebene der Oberfläche zweiter Ordnung f[x, y, z, p) = o: 

(9)......-ir(a:)-=u, hf\y) = v, ^f\z) = Wy \f\p) = r. 

Um die Coordinaten x, y, z, p des Poles auszudrücken, 
wenn die Coordinaten u, v, w, r der Polarebene gegeben sind, 
hat man diese linearen Gleichungen aufzulösen. Die Auflösung 
ergiebt für die Coordinaten des Poles Ausdrücke von der Form; 
au + bv + cw + dr. Setzt man diese Ausdrücke für x, y, z,p 
in die homogene Function zweiter Ordnung f{x,y, z, p), so er- 
hält man eine homogene Function F{ti, v, w, r) ebenfalls der zwei- 
ten Ordnung, welche wir die reciproke Function der Func- 
tion f{x, y, z, p) nennen, und welche durch Substitution der Aus- 
drücke (9) wieder in die Function f{x, y, z, p) übergeht. 

Man hat daher unter Vermittelung der Substitutionen (9) die 
Gleichung : 
(10) F{u, V, Wy r) z= f{x, y, z, p). 

Da aber: f{x,y, z,p)=x \f\x) +y\ny) + zi^r{^)+ pi^f\p), 
so hat man ferner: 

(ll) F[u, V, w, r) = XU + yv + zw + pr. 

Diese beiden Gleichungen (lO) und (ll) sind identische, wenn 
man sich die Werlhe von u, v, w, r aus (9), oder, wenn man sich 
die Werthe von x, y, z, p, wie sie sich durch Auflösung der Glei- 
chungen (9) ergeben, substituirt denkt. 
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Differenzirt man unter der letzteren Annahme die Gidchun- 
gen (lO) und (ll) partiell nach u, so erhält man: 

^ Idx X dy .dz . dp \ 

^ ' * du du 'du 'du 

Dividirt man die erste Gleichung durch 2 und zieht sie von 
der letzten ab, so wird: ^ 

Auf diese Weise erhält man durch Differentiation der Glei- 
chungen (lo) und (ii) nach u, v, w, r respective die Gleichungen: 

welche nichts anderes sind als die Auflösungen der linearen Glei- 
chungen (9). Es verdient bemerkt zu werden, dass sie von der- 
selben Form sind, als die aufzulösenden Gleichungen. 

Um die der Function f reciproke Function F zu bilden, hat 
man die Werthe von x, y, z, p der aufgelösten Gleichungen (12) 
in f einzusetzen, wodurch man erhält: 

F{u,v,w,r) = f{^^F\u), ^^», i^W, -^F\r)). 

Aber einfacher imd zugleich auf einem eleganteren Wege 
gelangt man zum Ziele durch die identische Gleichung: 

F{u, V, w;r) = u . ^F\u) + v . iF^v) + w . )^F\w) + r . \F\r), 

denn die Ausdrücke ^ F\u) . . . , aus welchen der rechte Theil 
der Gleichung zusammengesetzt ist, sind durch die Auflösun- 
gen (12) der Gleichungen (9) unmittelbar gegeben. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die der Func- 
tion F reciproke Function wieder die ursprüngliche f ist. Diese 
beiden Functionen, die nach (10) unter Verniittelung der Sub- 
stitutionen (9) oder (i2) identische werden, stehen hiernach in 
solcher Beziehung, dass durch die eine auch die andere gege- 
ben ist. 

In der Gleichung (lo) bedeuteten x,y,z,p die Coordinaten 
des Poles, u, v, w, r die Coordina|en der dem Pol zugeordneten 
Polarebene. Wenn der Pol die Oberfläche zweiter Ordnung f = o 
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durcfa^uft, so berührt die Polarebene dieselbe Oborlläcbe und 
ist Tangenlenebene der Oberfläche in dem Pol. Für diesen Fall 
hat man aber nach (l(»): 

F{u, V, w, r) -^ f{x, y, z, p) = o, 

das heisst, wenn eine Ebene Tangentenebene der Oberfläche 
zweiter Ordnung /*= o ist, so genügen die Coordinaten dieser 
Ebene der Gleichung zweiten Grades F[u, v, w, r) =-= o, und um- 
gekehrt, wenn die Coordinaten einer Ebene dieser Gleichung ge- 
nügen, so ist die Ebene eine Tangentenebene der Oberfläche 
zweiter Ordnung /* = o. 

Denkt man sich die Oberfläche zweiter Ordnung f = o 
durch ihre sämmtlichen Tangentenebenen erzeugt in gleicher 
Weise wie bisher durch Punkte in ihr, so wird man nach der 
Analogie die Gleichung: 

(13) F{u, V, tv, r) = 

die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten nennen zum Unterschiede von der in 
Punktcoordinaten gegebenen Gleichung fioc,y,z,p)==o dersel- 
ben Oberfläche. Man versteht also unter der Gleichung einer 
Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten die Gleichung 
zweiten Grades, welche die Coordinaten einer Ebene zu erfüllen 
haben, wenn die Ebene Tangentenebene der Oberfläche zweiter 
Ordnung sein soll. Wie sie aus der gegebenen Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung in Punktcoordinaten, oder wie aus 
ihr wiederum die Gleichung der Oberfläche in Punktcoordinaten 
hervorgeht, ist nach dem Vorhergehenden klar. 

Um zu einer neuen Form der Function f zu gelangen, stel- 
len wir unter Beifügung eines Factors / = — i die Gleichungen 
zusammen, welche vorhin dazu dienten die Function f als eine 
Function der Ebenencoordinaten wiederzugeben: 

(H) __.^m-f... = o, 

m 

ux + vy + WZ + rp + f,i =, 0. 
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Die linken Theile dieser 5 Gleichungen kann man als lineare 
homogene Functionen der 5 Variabein x, y, z, p, t betrachten, 
die für ein System Werthe dieser Variabein verschwinden. Die 
Determinante /i dieser 5 Functionen verschwindet nach (8) der" 
achten Vorlesung für diese Werthe. Man hat daher eine Glei- 
chung ^ z=i zwischen f und den Ebenencoordinaten, woraus 
sich f als eine Function der Ebenencoordinaten ergiebt. 

Zur wirklichen Darstellung der Function f in der angedeu- 
teten Weise bedarf es der Kenntniss der Function f selbst. 
Nehmen wir daher an, dass: 

(15) . . ,f==a^^x^ + «iiy* + ött^' + «33P' 

-h2aoiÄry+ 2002^:«+ ^a^^xp 

+ 2a,,yz+ 2a,8yit?+ 2a,8zp, 
so wird, indem wir der Bequemlichkeit wegen setzen a^^^ =«Ax- 

hf\y) = «10'-«^ + «uy + fl,»« + «uP» 
i/^W = «jo^ + öfiy + «21« + ««sP» 

i/^(p) = ««0^ + «31 y + «32^ + «asP- 

Setzt man diese Werthe aber in (14), so erhält man die gesuchte 
Determinante : 

«00» «Ol» «02» «03» « 

«10» «11» «12» «13» ^ 

/!= «20» «21» «22» «23» ^ 

«30» «31» «32» «33» ^ 

u, V, w, r, f + 

und aus der Gleichung J = o mit Rücksicht auf (l6) der siebenten 
Vorlesung \^1rd : 



(16) 



A,f + 



indem man hat: 



«20» «tl» «22» «2 3» ^ 
«3 0» «31» «3 2» «3 3» ^ 

tl, r, w, r, 



.= 0, 
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(17) 
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«00» «Oi» «02' «03 


A = 


«10» «11» «12» «13 




«20' «21' «22' «23 




«30' «31' «32» «33 



Da aber die durch Ebenencoordinaten ausgedruckte Function f 
nach (lo) die Function F ist, so hat man eine zweite Darstellung 
der Function F in Deterininantenform: 



(18) 



F{u, V, w, r) = — -j- 



«OU» «Ol» «02» «03' ^ 

«la» «11' «12' «13' ^ 

«20' «21» «22' «23' ^ 

«80' «31' «32» «33' ^ 

w, V, Wy r, o 



Elfte Vorlesung. 

Weitere allgemeine Eigenschaften der Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 



Von der Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten am Anfange der neunten Vorlesung ausgehend» 
gelangten wir mit Hülfe von Pol und Polarebene am Schlüsse 
der letzten Vorlesung zu einer neuen analytischen Ausdrucksweise 
der Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten: 

F[u, V, w, r) = 0, 

der Bedingungsgleichung zweiten Grades, welche erfüllt wird, 
wenn die Ebene (m, v, w, r) Tangentenebene der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung ist. Eine gleiche Behandlungsweise dieser Gleichung, 
wie in der neunten Vorlesung der Gleichung der Oberfläche in 
Punktcoordinaten, wird zu analogen Sätzen fuhren. 

Die angegebene Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
in Ebenencoordinaten ist aus 10 Gliedern zusammengesetzt, von 
welchen jedes Glied seinen Coefficienten hat. Da jedoch durch Di- 
vision der Gleichung durch einen Coefficienten dieser Coefficient 
auf die Einheit zurückkommt, so kann man, ohne die Gleichung 
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zu beschränken, annehmen, dass ein Coefflcient gleich 1 sei, 
dass also die Gleichung nur 9 Goefficienten enthalte, welche in 
linearer Weise in die Gleichung eingehen, und deren Werthe die 
Natur der Oberfläche zweiter Ordnung bedingen. 

Soll die Oberfläche zweiter Ordnung eine durch ihre Coor- 
dinaten gegebene Ebene berühren , so müssen diese 9 Coefficien- 
ten der linearen Bedingungsgleichung genügen, die man erhält, 
wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die Variabein 
setzt die gegebenen Goordinaten der Ebene. Neun solcher Be- 
dingungsgleichungen bestimmen die 9 Goefficienten unzweideutig. 
Daher hat man den Satz: 

Durch 9 beliebig gewählte Tangentenebenen ist 
eine Oberfläche zweiter Ordnung im Allgemeinen 
unzweideutig bestimmt. 

Acht Tangentenebenen der Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche 8 linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 9 Goef- 
flcienten entsprechen, bestimmen deshalb die Oberfläche nicht 
vollständig. Vielmehr lassen i^ch 8 Goefficienten durch den neun- 
ten X, der willkürlich bleibt, ausdrücken» und diese Ausdrücke, 
eingesetzt in die obige Gleichung der Oberfläche zweiter Ord- 
nung, geben die allgemeine Form der Gleichung aller Oberflächen 
zweiter Ordnung: 

0(u^ V, w, r) — A ^'^(m, V, fv, r) = o, 

welche 8 gegebene Ebenen berühren. 

Daraus erhält man, indem man k = o oder = oo setzt, die 
Gleichungen : 

(u, V, w, r) = 0, W{u, V, tv, r) = o 

zweier bestimmten Oberflächen zweiter Ordnung , welche die 8 ge- 
gebenen Ebenen berühren. Diese beiden Oberflächen haben un- 
endlich viele gemeinschaftliche Tangentenebenen, welche den, 
Ebenencoordinaten entsprechen, die beiden Gleichungen zugleich 
genügen. Da aber die Ebenencoordinaten , welche den beiden 
Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, auch der vorhergehenden 
allgemeinen Gleichung genügen, so hat man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 8 ge- 
gebene Ebenen berühren, werden von allen Ebenen 
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berührt, welche gemeinschaftliche Tangentenebenen 
sind zweier dieser Oberflächen. 

Soll daher eine Oberfläche zweiter Ordnung durch 9 Tan- 
gentenebenen bestimmt sefti, so dürfen diese nicht zwei Ober- 
flächen zweiter Ordnung zugleich berühren. 

Ein specieller Fall einer Oberfläche zweiter Ordnung ist ein 
Punktenpaar, oder, will man sich eine andere Vorstellung davon 
machen, eine in eine gerade Linie ausgeartete Oberfläche, welche 
durch die. beiden Punkte begrenzt ist. Denn wenn: 

Ar= 0, B := 

die Gleichungen zweier Punkte bedeuten, so stellt: 

AB = 

als eine Gleichung zweiten Grades eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung dar. 

Ist nun F :=^ die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten, so hat man den allge- 
meinsten analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche von allen Tangentenebenen der gegebenen Ober- 
fläche berührt werden, die entweder durch den einen oder den 
anderen Punkt hindurchgehen: 

F— IAB= 0. 

Mit anderen Worten lässt sich dasselbe also wiedergeben. 
Die angegebene Gleichung mit dem mllkürlichen Factor X 
stellt alle möglichen Oberflächen zweiter Ordnung dar, welche 
die beiden von den Punkten A = o und B -- u ausgehenden 
Tangentenkegel der gegebenen Oberfläche F = o ringsum be- 
rühren. 

Ist daher (2> = o die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche jeden der genannten Tangentenkegel ringsum be- 
rührt, so wird man immer die Factoren l und f* so bestimmen 
können , dass man identisch hat: 

F -- XAB ^ (10. 

Nimmt man an, F und A seien gegeben, so stellt die Glei- 
chung F— kAB=:~o mit den vier ia XB steckenden willkür- 
lichen Constanten eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welche 
den vom Punkte A = o ausgehenden Tangentenkegel der Ober- 
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fläche F == ringsum berührt. Um nachzuweisen, dass jene 
Gleichung mit den vier willkürlichen Constanten alle (Nierflächen 
zweiter Ordnung umfasst, weiche den erwähnten Tangentenkegel 
ringsum berühren, berufen wir uns auf einen Satz, der freilich 
erst später seine Erledigung finden wird „dass der Tangenten- 
kegel einer Oberfläche zweiter Ordnung selbst eine Oberfläche 
zweiter Ordnung ist, welche durch 5 Tangentenebenen unzwei- 
deutig bestimmt ist." Hiernach ist der vom Punkte A = o aus- 
gehende Tangentenkegel der Oberfläche F = o äquivalent mit 
5 Tangentenebenen desselben. Deshalb sind zur Bestimmung 
der Oberfläche zweiter Ordnung, welche den Tangeritenkegel 
ringsum berührt, nur .5 Tangentenebenen derselben gegeben. 
Da aber eine Oberfläche zweiter Ordnung erst durch 9 Tan- 
gentenebenen vollständig bestimmt ist, so muss die fragliche 
Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung noch vier willkürliche 
Constanten mit sich führen. Dieses trifft aber in der That zu. 

Wenn daher F = o und O =:^ o die Gleichungen zweier 
Oberflächen zweiter Ordnung sind, die den von dem Punkte 
A = ausgehenden Tangentenkegel gemeinsam haben, so wird 
man (i und die vier in IB steckenden Constanten immer so be- 
stimmen können, das man identisch hat: 
F-- (iQ = XAB. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung von 
demselben Tangentenkegel zweiter Ordnung rings- 
um berührt werden, so werden sie gleichzeitig von 
einem zweiten gemeinschaftlichen Tangentenkegel 
zweiter Ordnung ringsum berührt. 

Sind nur 7 Tangentenebenen einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung F = durch ihre Coordinaten gegeben , so hat man zwi- 
schen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche auch nur 
7 lineare Bedingungsgleichungen, mitteis welcher sich 7 Coeffi- 
cienten durch die beiden anderen X und (i, die willkürlich blei- 
ben, ausdrücken lassen. Setzt man diese Ausdrücke in die Glei- 
chung F =: der Oberfläche ein , so erhält man die allgemeinste 
Form der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung, welche die 
7 Ebenen berührt : 

(P + x^+ kX—o, 
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Da diese Gleichung aber zusammengesetzt ist aus den Glei- 
chungen der drei Oberflächen zweiter Ordnung: 
a> = o, W=zo, X=o, 

so wird sie erfüllt für jedes System der Ebeneucoordinaten, 
welches den drei Gleichungen zugleich genügt. Das heisst die 
gemeinsamen Tangentenebenen der drei Oberflächen sind zugleich 
Tangentenebenen der allgemeinen Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche die 7 Ebenen berührt. Die drei Oberflächen zweiter Ord- 
nung werden aber, wie wir sogleich nachweisen werden, von 
8 Ebenen zugleich' berührt. Da von diesen 8 Ebenen 7 die ge- 
gebenen sind, denn die angegebenen drei Oberflächen sind spe- 
cielle Fälle der allgemeinen Oberfläche zweiter Ordnung, so hat 
man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 ge- 
gebene Ebenen berühren, berühren überdies eine 
durch die 7 Ebenen bestimmte achte Ebene. 

Wenn daher zur Construction einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung 8 solche Ebenen gegeben sind, so vertreten sie nur die 
Stelle von 7 Ebenen. 

Die Bestimmung der dreien Oberflächen zweiter Ordnung 
gemeinschaftlichen Tangentenebenen führt auf die rein algebrai- 
sche Aufgabe: 

Die Endgieichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein «, v, w, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

0==o, 'F=o, X=o, 
R ^ ux + vy + rvz + rp =1 0, 

Denn die Endgleichung wird das Product der Gleichungen 
sämmtlicher gemeinsamen Tangentenebenen sein in Punktcoordi- 
naten ausgedrückt. 

Diese Aufgabe sowie die folgenden, sind bereits in der neun- 
ten Vorlesung mit Vertauschung von Punkt- und Ebenencoordina- 
ten gelöst worden. Wir entnehmen daraus , dass die homogene 
Endgleichung in Punktcoordinaten vom achten Grade ist, wodurch 
der Salz bewiesen wird: 

Drei Oberflächen zweiler Ordnung haben 8 ge- 
meinsame Tangentenebenen. 



Weitere allgemeine Eigenschaften der Oberflächen zweiter Ordnung. 113 

Ebenso führt die Bestimmung der gemeinsamen Tangenten- 
ebenen zweier Oberflächen zweiter Ordnung O = o, W=o, 
welche durch einen gegebenen Punkt ^ = o hindurchgehen, 
auf die Aufgabe zurück: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein u, v, w, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

= 0, ^ -~ o, A ^ au -{- bv + cw + dr = 0, 

R ^ ux + vy + WZ + rp =i 0, 

Die geometrische Interpretation der Endgleichung glebt den 
Satz: 

Durch einen gegebenen Punkt des Raumes las- 
sen sich vier Ebenen legen, welche zwei gegebene 
Oberflächen zweiter Ordnung zugleich berühren. 

Die Frage endlich nach den Tangentenebenen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung = 0, welche durch zwei beliebig ge- 
gebene Punkte des Raumes A ==: und B = oder durch die 
Verbindungslinie derselben hindurchgehen, fallt mit der Aufgabe 
zusammen : 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein u, v, w, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

d[^ = 0, ^^ a« + 6» -f- cw + ^'' = <>» 

Dass die Endgleichung in Rücksicht auf die Punktcoordina 
ten vom zweiten Grade ist, dient als Beweis des Satzes: 

Durch eine gerade Linie lassen sich zwei Tan- 
gentenebenen an eine Oberfläche zweiter Ordnung 
legen. 



Hesse, AnftlyU Geonielr. 
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Zwölfte Vorlesung. 

Fortsetzung der zehnten Vorlesung über Pole 

und Polarebenen der Oberflächen zweiter Ord- 

nung, Reciprocität. 



Wir haben am Ende der zehnten Vorlesung für die Ober- 
llächen der zweiten Ordnung den analytischen Ausdruck, dersel- 
ben gefunden: 

(l) F{u, V, w, r) = 0. 

Wir stellen denselben zusammen mit den Coordinaten w, t?, w, r 
irgend einer Ebene, welche durch die Schnittlinie / zweier ge- 
gebenen Ebenen und l hindurchgeht, deren Coordinaten wir 
mit den angehängten Indices bezeichnen, indem wir die betref- 
fenden Relationen aus (4) der sechsten Vorlesung entnehmen: 

w = Wo + ^«i> 

(2) "-^ v, + kv,, 

w = rv^ '{' Am?,, 

r = ro + Ar,. 

Wenn diese Coordinaten u, v, w, r der Gleichung (i) genü- 
gen, so entsprechen sie den Tangentenebenen der Oberfläche. 
Man hat daher zur Bestimmung der Tangentenebenen der Ober- 
fläche, die durch die gerade Linie / gehen, die Gleichung: 

(3) F(Wo + ^«1» % + ^»1» «^0 + ^^\y ^0 + ^n) '=^' 

Dass diese Gleichung eine in l quadratische Gleichung ist, 
wird als ein neuer Beweis gelten des Satzes, den wir aus einer 
anderen Betrachtung bereits abgeleitet haben, dass durch eine 
gerade Linie sich an eine Oberfläche zweiter Ordnung zwei Tan- 
gentenebenen legen lassen. 

Das anharmonische Verhältniss d^is erwähnten Tangenten- 
ebenenpaares zu dem gegebenen Ebenenpaar 0, I ist das Ver- 
hältniss der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung. Es 
wird dieses Verhältniss zu einem harmonischen unter der Be- 
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dingiing, dass die Summe der beiden * Wurzeln verschwindet. 
Entwickelt man, um diese Bedingung auszudrücken, die quadra- 
tische Gleichung (3) nach Potenzen von l, und setzt in der Ent- 
wickeiung den CoefQcienten der ersten Potenz gleich 0, so er- 
hält man: 

(4) .... . u,F\uo) + v,F\v,) + w,F\w,) + r, r[r,) = o, 

oder, da man auch die Indices und l vertauschen kann, ohne 
den linken Theil der Gleichung zu ändern: 

(5) UoF\u,) + v^F\v,) + fV^F\fv,) + r^F\r,) = o 

als Bedingung für das Ebenenpaar 0, I, wenn dasselbe zu dem 
durch ihre Schnütlinie gelegten Tange ntenebehenpaar der Ober- 
fläche harmonisch sein soll. 

Man nennt ein Ebenenpaar harmonische Polarebenen 
oder harmonische Polaren einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung, wenn das durch die Schnittlinie derselben gelegte Tan- 
gentenebenenpaar der Oberfläche harmonisch ist zu dem Ebenen- 
paar. Es ist daher (4) oder (5) die einzige Bedingung, die die 
Coordinaten zweier Ebenen und l zu erfüllen haben, wenn sie 
harmonische Polarebenen der Oberfläche zweiter Ordnung sein 
sollen. 

Nimmt man an, die eine harmonische Polarebene der 
Oberfläche sei gegeben, die andere habe (Me Coordinaten w, v, w, r, 
so hat man die einzige Bedingung: 

(6) uF\u^) + vF\v^) -f rvF\fv^) + rF\r,) = 0, 

welche ausdrückt, dass sämmtliche harmonische Polarebenen ei- 
ner gegebenen Ebene durch ein und denselben Punkt gehen, 
dessen Coordinaten a^o» Vo» ^0» Po durch die Gleichungen bestimmt 
sind: 

1 F'(mo) = 00,, \F\vo) = yo, i^Vo) = ^0, K'W = Po. 

Diese Gleichungen sind aber nach (|2) der zehnten Vorlesung 
die Relationen zwischen Pol und Polarebene. Man hat daher 
den Satz: 

Die einer gegebenen Ebene zugeordneten harmo- 
nischen Polarebenen einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung gehen durch den Pol der gegebenen Ebene. 

8* 
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Es ist eine charakteristische Eigenschaft eines harmonischen 
Folarebenenpaares , dass der Pol der einen Ebene in der ande- 
ren liegt. Denn die Gleichungen (4) und (5) gehen durch die 
bekannten Relationen (12) der zehnten Vorlesung zwischen Pol 
und Polarebene über in : 

w.^o + ^tyo + ^i^o + nPo — o, 

welche Gleichungen nach (9) der zehnten Vorlesung sich auch so 
darstellen lassen: 

^i/*'W + yif\yo) + 2j'{zo) + Pif'ipo) = 0, 

^of\^i) + yof\yx) + «u/"(^i) + Pofim) = 0, 

woraus wir den geometrischen Satz entnehmen: 

Die Pole zu einem Paare harmonischer Polarebeneu 
einer Oberfläche zweiter Ordnung sind harmonische 
Pole, und die Polarebeneu eines harmonischen Po1<mi- 
paares einer Oberfläche zweiter Ordnung sind har- 
monische Polarebenen. 

Wenn man die bekannten Ausdrücke der Punktcoordinateii 
des Poles einer Oberfläche zweiter Ordnung nach (|2) der zehn- 
ten Vorlesung in die Gleichung einer zweiten in Punktroordina- 
ten gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung einsetzt: 

q>[x, y, z,/>) = o, 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten: 

^{\F\u). ^F\v), i^F'iw). y^F{r)) = o. 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (9) der zehnten Vorlesung 
in die Gleichung ein(T zweiten in Ebenencoordinaten gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung : 

0{u, V, w, r) = 0, 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiler Ord- 
nung in Punktcoordinaten : 
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Diese Bemerkungen be>veisen den Satz: 

Wenn der Pol einer gegebenen Oberfiäche zwei- 
ter Ordnung eine zweite Oberfiäche zweiter Ordnung 
beschreibt, so berührt seine Polarebene eine dritte 
Oberfläche zweiter Ordnung, und umgekehrt, wenn 
die Polarebene einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung sich als Taugentenebene um eine zweite 
Oberfläche zweiter Ordnung herumbewegt, so be- 
schreibt der Pol eine dritte Oberfläche zweiter Ord- 
nung. 

Die zweite und dritte Oberfläche fallefi mit der gegebenen 
zusammen , wenn entweder der Pol die gegebene Oberfläche 
durchläuft, oder die Polarebene sich als Tangentenebene um die 
gegebene Oberfläche herumbewegt. 

Wir fügen endlich noch einige Sätze hinzu , die sich nach 
den entmckelten Principien ebenso von selbst verstehen : 

Das anharmonische Verhäituiss von zwei Punk- 
tenpaaren auf einer geraden Linie ist gleich dem 
anharmonischen Verhäituiss ihrer Polarebenen. 

Das anharmonische Verhäituiss von zwei Paar 
Ebenen, welche sich in derselben geraden Linie 
schneiden, ist gleich dem anharmonischen Verhäit- 
uiss ihrer Pole. 

Die Polarebenen von zwei harmonischen Punk- 
tenpaaren sind harmonische Ebenen. 

Die Pole von zwei harmonischen Ebenenpaaren 
sind harmonische Punkte. 

Die Polarebenen von drei Punktenpaaren der In- 
volution bilden wieder eine Involution. 

Die Pole von drei Ebenenpaaren der Involution 
bilden wieder eine Involution. 

Es bleibt noch übrig auf das Verhalten von den Linienpaaren 
hinzuweisen, die wir in der zelinten Vorlesung reciproke Polaren 
der Oberfläche zweiter Ordnung genannt haben. 

Aus der charakteristischen Eigenschaft eines solclien Linien- 
paares , dass- die Polarebeuen der Punkte auf der einen dieser 
Linien sich in der anderen schneiden, folgt unmittelbar der Satz : 
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Jede gerade Linie, welche eiu Paar reciproke 
Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung schnei- 
det, schneidet die Oberfläche in einem Punktenpaar, 
welches zu dem Schnittpunktenpaar auf den recipro- 
ken Polaren harmonisch ist. 

Da sich die Polarebenen aller Punkte auf einer gegebeneu 
Ebene in dem Pol dieser Ebene schneiden, so werden auch die 
Polarebenen der Punkte, welche auf zwei geraden Linien der ge- 
gebenen Ebene liegen, durch den Pol der Ebene gehen , woraus 
die Sätze gefolgert werden können: 

Wenn sich zwei gerade Linien im Räume schnei- 
den, so schneiden sich auch die reciproken Polaren 
der beiden geraden Linien in einem Punkte, welcher 
der Pol ist der Ebene, in der die beiden geraden 
Linien liegen, und umgekehrt ist der Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien der Pol der Ebene, in 
welcher die reciproken Polaren liegen. 

Beschreibt eine gerade Linie in irgend welcher 
Art eine Ebene, so dreht, sich ihre reciproke Polare 
um den Pol der Ebene. 

Dreht sich eine gerade Linie um einen Punkt in 
ihr, so beschreibt ihre reciproke Polare die Polar- 
ebene des Punktes. 

Wenn eine gerade Linie in einer Ebene sich um 
einenPunkt in ihr dreht, so dreht sich ihre reciproke 
Polare um den Pol der Ebene in der Polarebene des 
Punktes. 

Da die reciproke Polare einer gegebenen geraden Linie in 
der Polarebene eines beliebigen Punktes der gegebenen ge^raden 
Linie liegt, so sieht man, dass die reciproke Polare der Tan- 
gente der Oberfläche zweiter Ordnung in der Tangentenebene 
des Berührungspunktes liegen muss. Denn wählt man den Be- 
rührungspunkt der Tangente als den beliebigen Punkt, so ist 
seine Polarebene eben die Tangentenebene. Wählt man aber 
einen anderen Punkt der Tangentenebene auf der Tangente, so 
geht seine Polarebene bekanntlich durch den Berührungspunkt. 
Das heisst: 
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Die reciproke Polare der Tangente in einem 
Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung ist in die- 
sem Punkte wieder Tangente der Oberfläche. 

Aus der Combination dieses Satzes mit den vorhergebenden 
folgt ferner: 

Wenn eine gerade Linie sieb als Tangente einer 
ebenen Scbnittcurve einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung fortbewegt, so beschreibt die reciproke Polare 
der geraden Linie den Tangentenkegel, der die Ober- 
fläche in der ebenen Scbnittcurve ringsum berührt, 
und umgekehrt, wenn eine gerade Linie einen Tan- 
gentenkegel der Oberfläche zweiter Ordnung be- 
schreibt, so bewegt sich die reciproke Polare der 
geraden Linie als Tangente um die Deruhrungscurve. 

Bewegt sich eine gerade Linie als Tangente um 
eine zweite, von der zum Grunde gelegten Ober- 
fläche zweiter Ordnung verschiedene, Oberfläche 
zweiter Ordnung, so bewegt sich die reciproke Po- 
lare der Tangente als Tangente um eine dritte Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche von den Polarebe- 
nen der Punkte auf der zweiten Oberfläche berührt 
wird. 

Beschreibt nämlich der Pol die zweite Oberfläche zweitei* 
Ordnung, so bewegt sich seine Polarebene als Tangentenebene 
um eine dritte Oberfläche zweiter Ordnung. Die Tangente der 
zweiten Oberfläche ist die Verbindungslinie zweier unendlich na- 
hen Punkte auf der Oberfläche; ihre Polarebenen, die die dritte 
Oberfläche beruhigen, liegen ebenfalls unendlich nahe an einander 
und schneiden sich in der Tangente der letzteren Oberfläche. 
Diese Schnittlinie ist aber die reciproke Polare der erwähnten 
Tangente der zweiten Oberfläche. 

Wir schliessen hiermit diese Betrachtungen. Die aus ihnen 
gewonnenen Sätze über Pol und Polare genügen, um ein Ueber- 
tragungs-Princip herzuleiten, welches den Namen des Princi- 
pes der Reciprocität führt. Dieses Princip , welches die 
Sätze von der Lage der Figuren verdoppelt, soll in den äusse- 
ren Umrissen in dem Folgenden entwickelt werden. 



120 Zwölfte Vori«sung. 

Jede gegebene Figur im Räume, bestehend au» Punkten, ge- 
raden Linien, Curven, Ebenen, Oberflächen, kann man sich in 
doppelter Weise entstanden denken. Durch den Punkt oder durch 
die Ebene. Wählt man den Punkt als die Einheit der Erzeugung, 
so wird jede Figur der Inbegriff aller Punkte sein, welche in 
ihr liegen. — [Es bringt Vortheil die Curven im Räume 
als einen speciellen Fall der Oberflächen aufzufassen , nämlich 
derjenigen Oberflächen , welche ihre Tangenten , das sind gerade 
Linien, welche zwei unendlich nahe Punkte der Curve verbinden, 
beschreiben. Umgekehrt wird daher auch jede Oberfläche, welche 
durch gerade, Linien erzeugt ist , die aufeinanderfolgend sich 
schneiden wie die Tangenten einer Curve , als eine Curve be- 
trachtet werden können.] Wählt man dagegen die Ebene als 
die Einheit der Erzeugung der Figur, so stellt sich der Punkt 
dar als der Inbegriff aller Ebenen, welche durch den Punkt ge- 
hen , die gerade Linie wird der Inbegriff aller Ebenen sein, 
welche sich in ihr schneiden , die Curve wird der Inbegriff aller 
Ebenen sein , welche durch zwei unendlich nahe Punkte auf der 
Curve hindurchgehen , die Oberfläche endlich wird der Inbegriff 
aller ihrer Tangentenebenen sein, das helsst der Ebenen, welche 
irgend drei unendlich nahe Punkte der Oberfläche, die nicht in 
einer geraden Linie liegen, verbinden. 

Legt man nun irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung zu 
Grunde, die den Namen der Directrix führt, und betrachtet 
jeden Punkt der gegebenen Figur im Räume als den Pol einer 
Ebene, und, in der zweiten Darstellung derselben Figur durch 
Ebenen , jede Ebene als die Polarebene eines Punktes in Bezie- 
hung auf die Directrix, so werden die Ebene und der Punkt 
eine neue, die zu der gegebenen reciprokeFigur, in doppel- 
ter Erzeugungsart durch Ebene und Punkt begründen, die der 
gegebenen Figur in folgender Art entspricht. Jedem Punkte der 
gegebenen Figur entspricht eine Ebene der reciproken Figur, 
jeder Ebene d^r gegebenen Figur entspricht ein Punkt der reci- 
proken, jeder geraden Linie der gegebenen Figur entspricht eine 
gerade Linie der reciproken , jeder Cuve der gegebenen Figur 
entspricht eine Curve der reciproken, endlich entspricht jeder 
Oberfläche der gegebenen Figur eine Oberfläche der reciproken 
Figur. Umgekehrt entspricht auch in derselben Weise jedem 
Punkte der reciproken Figur eine Ebene der gegebenen, jeder 
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geraden Linie der reciproken Figur entspricht eine gerade Linie 
der gegebenen, jeder Curve oder Oberfläche der reciprolien Fi« 
gur entspricht eine Curve oder Oberfläche der gegebenen Figur. 
Mit anderen Worten, die gegiebene Figur ist reciprok zu ihrer 
reciproken Figur. 

Hiernach bedingt jede Eigenschaft einer gegebenen Figur, 
welche sidi auf die Lage ihrer Bestandtheile bezieht, eine ent- 
sprechende Eigenschaft der reciproken Figur. Mit anderen Wor- 
ten, aus jedem Satze über die Lage v/>n Figurentheilen zu ein- 
ander folgt ein Satz über die Lage der Theile der reciproken 
Figur. 

Die reciproke Figur ist durch die gegebene vollständig be- 
stimmt. Allein die Willkfirlichkeit der gegebenen Figur wird 
eine entsprechende Willkürlichkeit der reciproken Figur zur Folge 
haben, wodurch eben der durch die reciproke Figur, bewiesene 
Satz einen gewissen Grad der Allgemeinheit erlangt. Wie weit 
sich diese Allgemeinheit erstreckt, erfährt man daraus, dass man 
von der allgemeinen reciproken Figur ausgehend die gegebene 
als die reciproke von ihr bildet. Befindet sich unter diesen Um- 
ständen letztere noch in den Grenzen der zulässigen Allgemein- 
heit , so wird dieses ein Beweis sein, dass das Maass der Allge- 
meinheit des reciproken Satzes nicht überschritten ist. 

Wir wollen dieses Princip an einem einfachen Beispiele er- 
läutern. Wir wählen zu diesem Zwecke aus der neunten Vor- 
lesung den Satz : „Drei Oberflächen zweitier Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten". 

Dreien Oberflächen zweiter Ordnung einer gegebenen Figur 
entsprechen drei Oberflächen zweiter Ordnung der reciproken 
Figur. Jedem Punkte auf einer der gegebenen Oberflächen ent- 
spncht eine Tangentenebene der reciproken Oberfläche. Einem 
Punkte , der zugleich auf den drei gegebenen Oberflächen liegt, 
mitspricht hiernach eine Ebene , welche zugleich die drei reci- 
proken Oberflächen berührt. Die Zahl der Schnittpunkte der 
gegebenen drei Oberflächen ist also gleich der Zahl der gemein- 
samen Tangentenebenen der reciproken Oberfläche. Eine neunte 
gemeinsame Tangentenebene der reciproken Oberflächen würde 
auf einen neunten Schnittpunkt der gegebenen drei Oberflächen 
schliessen lassen. Denn auch umgekehrt entspricht jeder Tan- 
gentenebene einer reciproken Oberfläche ein Punkt auf der gege- 
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beneo Oberfläche. Da aber irgend welchen drei Oberflächen 
zweiter Ordnung einer reciproken Figur immer drei Oberflächen 
zweiter Ordnung einer gegebenen Figur entsprechen, so hat man 
im Allgemeinen den Satz der elften Vorlesung: ,,An drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung lassen sich 8 gemeinsame Tangenten- 
ebenen legen". 

Weitere Beispiele zur Anwendung des Principi'S findet man 
in den vorhergehenden Vorlesungen in Menge vor. Denn alte 
diejenigen Sätze , welche aus der doppelten geometrischen Deu- 
tung derselben Gleichungen hervorgegangen sind, indem man die 
Variabein einmal als Punktcoordinaten , das andere Mal als Ebe- 
nencoordinaten auffasste , sind reciproke Sätze. 

Wir stellen im Folgenden reciproke Sätze neben einander, 
die sich nach den vorgetragenen Principien eben so leicht ein- 
zeln beweisen lassen als sie nach dem Princip der Rociprocität 
von einander abgeleitet werden können : 



Wenn ein Punktenpaar 
ein harmonisches Polen- 
paar ist für zwei Oberflä- 
chen zweiter Ordnung, so 
ist dasselbe auch ein har- 
monisches Polenpaar für 
jede Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch 
die Schnittcurve der bei- 
den Oberflächen hindurch- 
geht. 



Wenn ein £benenpaar 
ein harmonisches Polar - 
ebenenpaar ist für zwei 
Oberflächen zweiter Ord- 
nung, so ist dasselbe auch 
ein harmonisches Polar - 
ebenenpaar für jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung, 
welche alle Ebenen be- 
rührt, die gemeinschaft- 
liche Ta u g e nt e n ebenen 
der beiden Oberflächen 
sind. 



Wenn man durch zwei gegebene Oberflächen zweiter Ord- 
nung eine gerade Linie legt, so kann man auf ihr ein Punkten- 
paar bestimmen , welches harmonisch ist zu jedem Schnittpunk- 
tenpaare der geraden Linie und der Oberflächen. Dieses Punk- 
tenpaar ist ein Paar harmonischer Pole für jede der beiden Ober- 
flächen, also nach dem ersten Satze auch ein harmonisches Po- 
lenpaar für eine dritte Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
durch die Schnittcurve der gegebenen Oberflächen hindurch- 
geht. Erinnert jnan sich nun der Definition für drei Punk- 
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tenpaare der Involution, so folgt daraus der Satz und sein re- 
ciproker : 

Jede'geradeLinie schnei- 1 Wenn man durch eine 



det drei Oberflächen zwei- 
ler Ordnung, vonweichen 
eine durch die Schnilt- 
curve der beiden anderen 
hindurchgeht, in Punkten 
der Involution. 



gerade Linie Tangenten- 
ebenen legt an drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung, 
von welchen eine alle ge- 
meinsamen Tangentenebe- 
nen der beiden anderen 
berührt, so bilden diese 
Tangentenebenen eineln- 
volution. 



DiePolarebenen eines ge- 
gebenen Punktes in einem 
System Oberflächen zwei- 
terOrdnung, welche durch 
S feste Punkte im Räume 
geben, schneiden sich in 
ein und derselben geraden 
Linie. 

Die Polarebenen eines 
gegebenen Punktes in ei- 
nem System Oberflächen 
zweiter Ordnung, welche 
durch 7 feste Punkte im 
Räume gehen, schneiden 
sich in ein und demsel- 
ben Punkte. 



Die Pole einer gegebe- 
nen Ebene in einem Sy- 
stetii Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 8 feste 
Ebenen berühren, liegen 
in einer geraden Linie. 



Die Pole einer gegebe- 
nen Ebene in einem Sy- 
stem Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 7 feste 
Ebenen berühren, liegen 
in ein und derselben 
Ebene. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Mittelpunkt der Oberfläche -zweiter Ordnung. 

Transformatiqp der Coordinaten mit Beibehaltung 

der Richtung der Coordinatenaxen. 



Der Pol einer Ebene, die in ihrer ganzen Ausdehnung in 
das Unendliche fällt, hat rücksichtlich seiner Oberfläche zwei- 
ter Ordnung eine bemerk enswerthe Eigenschaft. Legt man näm- 
lich eine Sehne der Oberfläche durch den Pol , so schneidet die 
Sehne die Oberfläche in einem Punktenpaar, welches harmonisch 
ist zu dem Pol und dem Schnittpunkte der Sehne mit der Polar- 
ebene. Dieser letztere Schnittpunkt liegt aber in dem Unendlichen« 
Mithin halbirt der Pol die Sehne , so wie Jede andere Sehne der 
Oberfläche, welche durch ihn geht 

Man nennt Mittelpunkt einer ObeiHäche zweiter Ordnung 
einen Punkt, der alle durch ihn gezogenen Sehnen der Oberfläche hal- 
birt. Es ist also der Pol einer Ebene in dem Unendlichen der Mit- 
telpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. Da es nur einen Mit- 
telpunkt einer Oberfläche zweiter Ordnung giebt , so kann dieses 
als eine zweite Deflnition des Mittelpunktes dienen. Denn gäbe 
es zwei Mittelpunkte, so würde die durch sie gelegte Sehne der 
Oberfläche in zwei verschiedenen Punkten halbirt. Auf Grund 
dieser zweiten Deflnition folgt aus den letzten Sätzen der vorher- 
gehenden Vorlesung: 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche 8 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer geraden Linie. 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche 7 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer Ebene. 

Die analytische ßestimnmng des Mittelpunktes einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung kann in doppelter Art geschehen , indem 
man entweder von der Gleichung der Oberfläche in Punktcoor- 
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dinaten oder von der Gleichung derselben Oberfläche in Ebenen- 
coordinaten ausgeht. Im ersteren Falle sei die Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung: 

(I) f^^fV* ^>P) =0, 

Aus (9) der zehnten Vorlesung entnehmen wir die Relationen 
zwischen den Coordinaten des Poles {oc,y,z,p) und seiner Polar- 
ebene (w, V, Wy r) : 
(2) . . . i/» = u, \r{y) = v, \r{z) = fv, kf{p) = r. 

Da die Polarebene aber in das Unendliche fällt, w^enn 
u--v:=rv=:o, SO hat man zur Bestimmung der Coordinaten 
des Mittelpunktes der Oberfläche die Gleichungen: 

(3) ... n^) = 0, fXy) = 0, fit) = 0. 

Von diesen drei linearen Gleichungen hat 'auch jede ihre 
geometrische Bedeutung. Sie drücken hämhch analytisch aus die 
Polarebenen der drei Punkte auf den Coordinatenaxen , welche 
in dem ünendUchen liegen. Dass sich diese drti Polarebenen in 
dem Mittelpunkte der Oberfläche schneiden, lässt sich auch auf 
geometrischem Wege leicht einsehen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der Ober- 
fläche ergeben sich aus den Gleichungen (3) , wenn man p = 1 
setzt. In dieser Voraussetzung bestimmen die Gleichungen (3) die 
Werthe der Variabein, welche die Function /*(a;, y, ?, 1) zu einem 
Maximum oder Minimum machen. Woraus sich folgende Regel 
abnehmen lässt: 

Die Werthe der Variabein, welche eine ganze 
Function des zweiten Grades f{x,y^z) zu einem 
Maximum oder Minimum machen, sind die Coordina- 
ten des Mittelpunktes der Oberfläche zweiter Ord- 
nung f{x, y , z) = 0. 

Um auf analytischem Wege den Mittelpunkt zu bestimmen 
für eine Oberfläche zweiter Ordnung, die durch ihre Gleichung 
in Ebenencoordinaten gegeben ist: 

(4) . , F{u, V, w, r) = 0, 

erinnern wir an die Gleichung des Poles einer Ebene (mq, »o> ^o> ''o) 
nach (6) der zwölften Vorlesung: 

(5) . . . UoF\u) + VoF'iv) + w^F\w) + r^F\r) = o. 



126 . Dreizehnte Vorlesung. 

Die Ebene fällt in das Unendliche , wenn Uq ^:= Vq z= fv^ =^ o, 
und ihr Pol, der Mittelpunkt der Oberfläche, erhält zur Gleichung : 

(6) F'{r) = 0. 

Diese Gleichung ist bekanntlich die Bedingung, unter wel- 
cher die in r quadratische Gleichung (4) zwei gleiche Wurzeln hat. 

Wenn der Mittelpunkt der Oberfläche zugleich der Coordina- 
tenanfangspunkt sein soll, so müssen die Gleichungen (3) erfüllt 
werden für x = i/ = z=io. Diese drei Bedingungen drücken 
aber aus, dass in der Gleichung der Oberfläche (l) die drei Glieder 
fehlen, welche die erste Potenz der Variablen p als Factor haben. 

Soll die Gleichung (6) des Mittelpunktes der Oberfläche zu- 
gleich die des Coordinatenanfangspunktes sein, so müssen in ihr 
die drei ersten Glieder verschwinden , welche respective mit m, v, rv 
multiplicirt sind, das heisst, in der Gleichung (4) der Oberfläche 
müssen die drei Glieder fehlen, welche die erste Potenz der Va- 
riabein, r als Factor haben. 

Umgekehrt, wenn die genannten drei Glieder in der Glei- 
chung (i) oder (4) verschwinden, so ist der Coordina tenanfangs- 
punkt der Mittelpunkt der Oberfläche. Denn im ersten Falle 
bleibt die Gleichung (i) ungeändert, wenn man für p setzt — p, 
welches geometrisch ausdrückt, dass jede durch den Coordinaten- 
anfangspunkt gezogene Sehne der Oberfläche in diesem Punkte 
halbirt wird; und im zweiten Falle bleibt die Gleichung (4) un- 
geändert, wenn men für r setzt — r, welches beweiset, dass 
parallele Tangentenebenen der Oberfläche von dem Coordinaten* 
anfangspunkt in entgegengesetzter Richtung gleich weit ab- 
stehen. 

Wir werden diese Bemerkung benutzen, um auf einem zwei- 
ten Wege die Coordinaten des Mittelpunktes der Oberfläche zu 
bestimmen. 

Hat man irgend ein zweites, dem zum Grunde gelegten recht- 
winkligen Coordinatensystem , paralleles Coordinatensystem, dessen 
Anfangspunkt die Coordinaten a, 6, c hat, so ergeben sich aus der 
geometrischen Betrachtung leicht folgende Relationen zwischen 
den Coordinaten x, y, z irgend eines Punktes im ersten und den 
Coordinaten X, T, Z desselben Punktes in dem zweiten System : 

x = X-^a, i/=Y + b, z = Z + c. 
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Wählt man aber statt der rechtwinkligen Coordinaten die 
homogenen Coordinaten , so ergeben sich daraus folgende Trans- 
formationsformeln : 

x= X + aP, X= X — ap, 
(7) y=r+bP, Y=y-hp, 

z = Z + cP, Z = z — cp, 

p = P, P = p. 

Die Gleichung einer Ebene: 

ux -^ vy + WZ -^ rp = o, 
nimmt durch diese Substitutionen, wenn wir mit ü, V, W, R die 
homogenen Coordinaten der Ebene bezeichnen bezüglich auf das 
zweite Coordinatensystem , die Gestalt an: 

ÜX+Vr+WZ+RP=o, 
und die Vergleichung der linken Theile beider Gleichungen er- 
giebt folgende Transformationsformeln der Ebenencoordinaten : 

(8) . . . ^ = ^' ^ = ^' 

r = B -- aü — bV — cW, R = r + au + bv + cw. 

Durch diese Transformationsformeln gehen die Gleichungen 
(l) und (4) der Oberfläche zweiter Ordnung über in: 

(9) .... f{X+ aP, Y+ bP, Z + cP,P}.=:o. 

(10) . , . .F{U, V, W, R -- aü — bV— cW} =0. 

Es sind dieses die Gleichungen derselben Oberfläche zweiter 
Ordnung, bezogen auf ein paralleles Coordinatensystem , dessen 
Anfangspunkt die rechtwinkUgen Punktcoordinaten a, b, c hat. Die 
Grade der Gleichungen sind durch die Transformation ungeändert 
geblieben. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche ist zugleich Coordinatenan- 
anfangspunkt, wenn a, b, c, l für x, y, z, p gesetzt den Gleichungen 
(3) genügen, oder wenn diese Grössen proportional sind den Coef- 
ficienten von u, v, w, r in der Gleichung (6). 

Diese die Coordinaten a, b, c des Mittelpunktes der Oberfläche 
bestimmenden Gleichungen erhält man auch durch Entvi ickelung 
der Gleichungen (9) und (lo), wenn man entweder die drei mit 
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der ersten Potenz von P muitiplicirten Glieder einzeln gleich o 
setzt, oder wenn man die drei mit der ersten Potenz von R mui- 
tiplicirten Glieder verschwinden lässt. Es lässt sich daher 
die homogene Gleichung einer Oherfläche zweiter 
Ordnung durch blosse Aenderung des Coordinaten- 
anfangspunktes im Allgemeinen auf die Form zurück- 
fuhren, in welcher die drei mit der ersten Potenz 
der letzten Variabein muitiplicirten Glieder fehlen. 

Die einzige Ausnahme von dieser Regel bildet der Fall, wenn 
der Mittelpunkt der Oberfläche in das Unendliche fallt, denn 
in dieser Voraussetzung kann man den Mittelpunkt nicht zum 
Coordinatenanfangspunkt machen. 

Um die analytische Bedingung dieses Falles festzustellen, neh- 
men wir an, dass die Gleichungen der Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Punktcoordinaten und in Ebenencoordinaten seien : 

(11) .... f = a^^x^ + ^a^^xy -^ aj,y* +....== o, 

(12) .... i^= ^00«* + 2^01 «V -h ^jiv* + • . • = 0. 

Den Mittelpunkt der Oberfläche /* ^^ o bestimmen die Glei- 
chungen (3): 

\f[y) = «10^ + «ijy + «it^ + «18^ = 0, 

\f\^) = «20^ + «tiy + «22^: + a^sP — 0, 

Betrachtet man in diesen Gleichungen die rechtwinkligen 

Coordinaten — , ^ » — des Mittelpunktes als die Unbekannten und 

p p p '^ 

löset die Gleichungen auf, so stellen sich bekanntlich die Werthe 
der Unbekannten als Brüche dar mit demselben Nenner: 

(13) 2> = «10» «11. «12 

«20» «2 1» «22 

Verschwindet dieser Nenner, so werden die Coordinaten des 
Mittelpunktes unendlich gross, und der Mittelpunkt fällt in das 
Unendliche. 

Die Gleichung des Mittelpunktes der Oberfläche F=zo ist 
nach (6) : 



1 F\r) = ^3oM + g,,r -f e^^w + e^^r 
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w(Mraus sich die recfatwinkRgeD Coordinaten a, b, c des lütteipuBk- 
tes der Oberfläche ergeben: 

(14) ^ « = ?^, t = ^; c = ^«. 

welche unendlich gross werden, wenn der gemeinsame Nenner 
verschwindet. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche /=:=o oder F=o fällt da- 
her in das Unendliche unter der Bedingung: 

(15) /> = o oder e^^ == o. 

Man unterscheidet nun Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
einen Mittelpunkt haben von den Oberflächen zweiter Ordnung, 
deren Mittelpunkt in das Unendliche fallt, von welchen man 
sagt, dass sie keinen Mittelpunkt haben. Jede von den Gleichun- 
gen (15) ist die Bedingung für die letzte Gattung von Oberflächen 
zweiter Ordnung. Ihre homogenen Gleichungen lassen sich nicht 
auf die Form zurückfuhren, in welcher die mit der ersten Po- 
tenz der letzten Variabelu multiplicirten Glieder gänzlich fehlen. 



Vierzelinte Vorlesimg. 

Criterium des Kegels zweiter Ordnung. Tangenten- 
kegel der Oberfläche zweiter Ordnung. 



Unter den Oberflächen zweiter Ordnung mit einem Mittel- 
punkt verdient eine besondere Beachtung diejenige, deren Mit- 
telpunkt auf der Oberfläche selbst liegt. 

Es sei: 

die Gleichung einer solchen Oberfläche. Die Coordinaten des Mit- 
telpunktes derselben bestimmen sich aus den Gleichungen: 

Hesse, Analyt* Geoinelr. 9 
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Setzl man die Werthe dieser Coordinaten in die Gleichung 
der Oberfläche; 

2f=xr(x) + yf\y) + zf'iz) + pf'{p) --- o, 

so muss in dem vorliegenden Falle die Gleichung erfüllt werden. 
Daraus erhält man aber: 

rip) = 0. 

Wenn daher die Oberfläche (l) die angegebene Eigenschaft 
haben soll, so müssen sich Werthe der Variabein bestimmen las- 
sen, welche den vier Gleichungen zu gleicher Zeit genügen: 

(2) . . . f\x) = 0, f'{y) = 0, f\z) = 0, f{p) '^ 0, ' 

von welchen die drei ersten den Mittelpunkt der Oberfläche be- 
stimmen und die letzte ausdrückt, dass der Mittelpunkt auf der 
Oberfläche selbst liegt. 

Es liegen hier vier homogene Functionen J f\x), ^ f\y), \ {f[z\ 
kt{p) ^^^ vier Variabein vor, welche für ein System Werthe der 
Variabein verschwinden. Es verschwindet also nach Satz (8) der 
achten Vorlesung auch die Determinante dieser Functionen, und 
man hat die Bedingungsgleichung: 



(3) A = 



"0 0» "Ol» "0 « !• "0 
«10) «Jl» «It» «1 

a, o, a 



2 0» "21» 



I a 



3 0» "3 I > "3 2 > "33 



zwischen den Coefficienten in der Gleichung (i) der Oberfläche 
von der bezeichneten Art. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberflächen 
zweiter Ordnung, dass die Polarebenen aller Punkte des Raumes 
sämmtUch durch den Mittelpunkt der Oberfläche gehen. Denn 
die Gleichungen der Polarebenen aller Punkte des Raumes werden 
nach (2) für den Mittelpunkt erfüllt. 

Um eine zweite Eigenschaft dieser Gattung Oberflächen her- 
zuleiten , bezeichnen wii» mit x, y, z, p die Coordinaten des Mittel- 
punktes, mit *^o,yo,Zo,PQ die Coordinaten eines beliebig auf der 
Oberfläche gewählten Punktes. Die Coordinaten oc + X x^^ y + k y^y 
z + X Zq,P + Ip^ eines beliebigen Punktes auf der Verbindungs- 
linie beider genügen der Gleichung: 
(4) . . . f(a: + AoTo, y + ky^, z + kz^, p + Xp^) = o, 
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welchen Werth auch der unbestimmte Factor X habe. Denn ent- 
wickelt man die Gleichung nach Potenzen von X, so verschwin- 
det das erste Glied, weil der Mittelpunkt auf der Oberfläche liegt. 
Ebenso verschwindet das letzte Glied der Entwickelung , weil der 
Punkt o auf der Oberfläche liegt. Es verschwindet endlich der 
Factor der ersten Potenz von l: 

(ä) ^o/*'(a^) + yJ'iy) + ^o/^'W + Pof'ip) = 

auf Grund der Gleichungen (2). Die Verbindungslinie fällt mithin 
ihrer ganzen Länge nach in die Oberfläche, und die ganze Ober- 
fläche kann als entstanden gedacht werden durch Drehung einer 
geraden Linie um den Mittelpunkt. 

Eine solche Oberfläche nennt man einen Kegel. Die be- 
handelte Gattung von Oberflächen sind also Kegel zweiter Ord- 
nung, und die Gleichung (3) ist die Bedingungsgleichung für den 
Kegel (1). Er charakterisirt sich dadurch, dass sein Mittelpunkt, 
die Spitze des Kegels, in der Oberfläche selbst liegt. 

Es bleibt noch übrig nachzuweisen, dass auch jeder Kegel 
f=o der zweiten Ordnung, der durch Drehung einer geraden 
Linie um seine Spitze entstanden ist, der Gleichung (3) genügt. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass x,y,z,p die Coordina- 
ten der Spitze und ir^, yo» ^o> Po ^^^ Coordinaten eines beliebigen 
Punktes auf der Kegelfläche seien. Da nun jeder Punkt der 
Verbindungslinie dieser beiden Punkte auf der Kegelfläche liegt, 
so wird für jeden Werth von X der Gleichung (4) Genüge ge- 
schehen, die durch Etitwickelung übergeht in (6). Dieser Glei- 
chung wird nun für jeden Punkt o des Kegels genügt. Sie ist 
aber, wenn man den Punkt als variabel beträchtet, die Gleichung 
einer Ebene. Es müsste also entweder der letzteren Gleichung 
für jeden Punkt des Kegels genügt werden können, welcher 
auch ausserhalb der Ebene liegt, oder die Ebene müsste ein 
Theil des Kegels sein, oder endlich müsste der Gleichung (5) 
durch die Gleichungen (2) Genüge geschehen. Der erste Fall ist 
als unstatthaft zu verwerfen. In dem zweiten Falle wird die Func- 
tion f in das Product von zwei linearen F&ctoren zerfallen und 
der Kegel in ein Ebenenpaar. Dann genügt aber jeder Punkt 
der Schnittlinie der beiden Ebenen den Gleichungen (2). Es bleibt 
also nur der dritte Fall übrig, in welchem man die Gleichungen 
(2) hat, aus welchen durch Elimination die Bedingung (3) hervorgeht. 

9* 
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Die Gleichung des Kegels zweiter Ordnung in Punktcöordi- 
naten lässt sich nicht so wie die Gleichungen aller übrigen Ober- . 
flächen zweiter Ordnung durch Ebenencoordinaten ausdrücken. 
Denn die redproke Function F von f erhält, da nach (3) A= o 
ist, nach (i8) der zehnten Vorlesung einen unendlich grossen Fac- 
tor - • [Lässt man diesen Factor fort, so .stellt die Gleichung 
A.F=o nicht mehr den Kegel dar, sondern diese Gleichung 
ist das Quadrat der Gleichung eines Punktes, nämlich der Spitze 
des Kegels. ] 

Es sei nun die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter 
Ordnung: 

(6) . . . f=ao^oi^ + "ifif^iXy + a,,y* + -/= o, 

welche sich von der Gleichung des Kegels (l) nur dadurch unter- 
scheiden soll, dass der Coefiicient «33, der dort durch die Glei- 
chung (3) als Function der anderen Coefficienten bestimmt ist, in 
dieser Gleichung irgend einen Werth habe. 

Die drei ersten Gleichungen (3) bestimmen unter dieser Vor- 
aussetzung die Spitze des Kegels (i), wie den Mittelpunkt der 
Oberfläche (6). Es fallen also beide Punkte in einen zusammen. 
Zieht man die Gleichung des Kegels von der Gleichung der Ober- 
fläche ab, so erhält man: 

p* -- 0, 

die Gleichung eines in eine Ebene zusammenfallenden Ebenen- 
paares in dem Unendlichen. Dieses beweiset, dass der Kegel die 
Oberfläche in dem Unendlichen ringsum berührt. 

Einen solchen Kegel, dessen Spitze in dem Mittelpunkt der 
Oberfläche zweiter Ordnung liegt und der die Oberfläche berührt, 
nennt man Asymptoten-Kegel der Oberfläche zweiter Ord- 
nung. Man erhält also die Gleichung des Asymptoten- 
Kegels aus der Gleichung der Oberfläche zweiter 
Ordnung, wenn man in der homogenen Gleichung der 
Oberfläche dem Coefficienten des mit dem Quadrat 
der letzten Varijibeln multiplicirten Gliedes einen 
solchen Werth beilegt, dass die Oberfläche ein Ke- 
gel wird. 

Aus der auf den Mittelpunkt transformirten Gleichung (9) der 
dreizehnten Vorlesung der Oberfläche zweiter Ordnung fallen in 
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der Entwickelung nicht allein die mit der ersten Potenz von P 
Hiultiplicirten Glieder fort, sondern, wenn die Oberfläche ein Ke- 
gel ist, auch das mit P* multiplicirte Glied: 

weil der Mittelpunkt zugleich ein Punkt der Oberfläche ist. Es 
wird daher durch Verlegung des Coordinatenanfaugspunktes in . 
die Spitze des Kegels (i) die Gleichung desselben: 

(7) . . . A^, ZZ) --^ a,,Ä'+a, , F*+«„Z«+2a„ YZ+2a,,ZX+2a,,Xr=:= o, 

eine Gleichung, welche aus der allgemeinen Gleichung (i) des 
Kegels zweiter Ordnung hervorgeht, indem man p = o, und für 
X, y, z respective setzt Xy F, Z. ^ 

Da man eine von den 6 in die Gleichung (7.) eingehenden 
Constanten durch Division gleich der Einheit machen kann, so 
gehen in die Gleichung nur 5 willkürliche Constanten in linearer 
Weise ein, von welchen allein die Natur des Kegels abhängt. 
Diese 5 Constanten werden unzweideutig durch 5 Punkte des Ke- 
gels bestimmt sein. Man hat daher den Satz, auf wekhen wir 
in der vierten Vorlesung hingewiesen haben: 

Durch 5 von ein und demselben Punkte ausgehende 
gerade Linien lässt sich nur ein Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen; 

oder mit anderen Worten: 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Kanten unzweideutig bestimmt. 

Dass jede durch die Spitze des Kegels zweiter Ordnung ge- 
legte Ebene den Kegel nur in zwei geraden Linien schneidet, eine 
Voraussetzung, die wir ebenfalls an der bezeichneten Stelle ge- 
macht haben, geht daraus hervor, dass eine gerade Linie den 
Kegel zweiter Ordnung, als speciellen Fall der (H)erfläche zwei- 
ter Ordnung nur in zwei Punkten schneidet. 

Die Gleichung der Polarebene eines beliebigen Punktes X, Y, 
Z, P rücksichtlich des Kegels (7) ist , wenn man mit X^, Y^ Z^ P^ 
die variabeln Coordiuaten bezeichnet: 

(8) X,f\X) + Y,f\Y) + Z,f\Z) = 0, 
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die Gleichung einer Ebene, welche chirch den Coordinatenan- 
fangspunkt geht. Es geht mithin die Polarebene eines beliebigen 
Punktes im Räume immer durch die Spitze des Kegels. Eine 
Ausnahme davon macht die Spitze des Kegels selbst. Denn die 
Gleichung (8) ihrer Polarebene wird illusorisch. 

Da in die Gleichung (8) die Variable P gar nicht eingebt, 
so werden die verschiedenen Punkte auf einer durch die Spitze 
des Kegels gehenden geraden Linie alle dieselbe Polarebene ha- 
ben. Eine Ebene, die nicht durch die Spitze des Kegels geht, 
hat keinen Pol, weil die Polarebenen aller Punkte des Raumes 
durch die Spitze des Kegels gehen. Man wird daher zu Polar- 
ebenen des Kegels nur solche Ebenen wählen können, welche 
durch die Spitze gehen. Bezeichnen wir aber mit ü, V, fV, R 
die Coordinaten der Polarebene, so ergeben sich hiernach aus 
(8] folgende Relationen zwischen den Coordinaten des Poles und 
der Polarebene des Kegels: 

(9) .... ^rW =- U, inV) = F, if\Z) = PF, = Ä. 

Wenn nun F{ü, F, W) die reciproke Function der Function 
f {X, F, Z) ist, so hat man erstens auf Grund der Substitutionen (9) : 

(10) F{ü, V. W)^f[X, Y,Z), 

und zweitens die Auflosungen der linearen Gleichungen (9): 

iU) . , . i^F\ü) = X, iF'(F)=r, },F\W)z^Z, R = o. 

Lässt man den Pol in die Kegelfläche fallen, so erhält man 
aus (10) und (li) die Bedingungen fär die Tangentenebenen des 
Kegels: 

F{ü. F, W) = o, 

(15) 

Ä = 0, 

oder allgemeiner, wenn man mit B irgend einen linearen homo- 
genen Ausdruck der .Ebenencoordinaten bezeichnet: 

F{ü, F, W) + BR = o, 
R = 0. 

Die erste von diesen Gleichungen mit den 10 darin vorkom- 
menden Coefificienten stellt eine Oberfläche zweiter Ordnung durch 
Ebenencoordinaten dar, und die letzte ist die Gleichung der Spitze 
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des Kegels. Setzt man datier in die beiden Gleichungen (13) die 
Werthe von U, V, W, R aus (8) der dreizehnten Vorlesung, um 
die Oberfläche und die Spitze des Kegels auf das ursprüngliche 
Coordinatensystem zu beziehen, so nehmen jene Gleichungen (13) 
die Form an: 

F[u, V, w, r) = 0, 
(14) '. . . . 

indem die zweite lineare Gleichung die Spitze des Kegels dar- 
stellt. 

Man sieht hieraus, dass der Kegel zweiter Ordnung in Ebe- 
nencoordinaten durch zwei Gleichungen ausgedruckt wird und 
zwar als Tangentenkegel irgend einer Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einer beliebigen Spitze. Hiernach ist man zu dem Schlüsse 
berechtiget : 

Der Tangeutenkegel einer Oberfläche zweiter 
Ordnung ist selbst eine Oberfläche zweitier Ordnung. 

Da in die Gleichungen des Kegels (12) in Ebenencoordinaten 
mit gegebener Spitze im Coordinatenanfangspunkt nur die Ver- 
hältnisse von 6 Constanten in linearer Weise eingehen, so hat 
man den Satz: 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Tangentenebenen unzweideutig bestimmt, und jede 
5 Ebenen, welche durch ein und denselben Punkt ge- 
hen, lassen sich als 5 Tangentenebenen eines un- 
zweideutig bestimmten Kegels zweiter Ordnung be- 
trachten. 

Bezeichnen wir mit X, F. Z die Coordinaten irgend eines 
Punktes der in der Spitze des Kegels (12) auf der Tangentenebeuö 
{ü, V, WyJR) errichteten Normale, so hat man: 

U=IX, V=XY, fV=XZ, 

Setzt man diese Werthe in (I2), so erhält man: 

(15) F{X, ZZ =0/ 

die Gleichung eines neuen Kegels zweiter Ordnung, welcher be- 
schrieben wird von den in der Spitze des Kegels (12) auf den 
Tangentenebenen desselben errichteten Normalen. 
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(16) 



Ebenso lässt sich aus (7) nachweisen, dass: 

f{ü, F, W) = 0, 



die Gleichungen des Kegeis sind in Ebenencoordinateu , welcher 
von den durch die Spitze des Kegels (7) gelegten Ebenen, die 
auf den Kanten dieses Kegels senkrecht stehen, berührt wird. 

Diese Bemerkungen drucken wir als reciproke Satze aus, von 
welchen in Uebertragung auf die Kugeloberfläche in der vierten 
Vorlesung bereits Erwähnung gethan worden ist: 



Wenn eine Ebene sich 
als Tangentenebene um 
einen Kegel zweiter Ord- 
nung herumbewegt, so 
beschreibt die in der 
Spitze des Kegels auf der 
Ebene errichtete Normale 
wieder einen Kegel zwei- 
ter Ordnung. 



Wenn eine gerade Linie 
durch Drehung um einen 
Punkt in ihr einen Ke- 
gel zweiter Ordnung be- 
schreibt, so berührt die 
Ebene, welche in dem 
Drehungspunkte auf der 
geraden Linie senkrecht 
steht, wieder einen Kegel 
zweiter Ordnung. 



Um den Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung auch durch Punktcoordinaten auszudrücken, stellen wir 
folgende Betrachtungen an: 

Man weiss, wenn f=o und q> = o die Gleichungen zweier 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung sind , dass die Glei- 
chung : 

f+Xq> = o 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche durch die Schnitt- 
curve der gegebenen Oberflächen hindurchgeht. Ist (p das Pro- 
duct zweier linearer Ausdrucke ü^ Z7„ so ist die zweite gegebene 
Oberfläche ein Ebenenpaar U^ = o, üi = o. 

Diese Ebenen stellen wir dar als die Polarebenen zweier 
Punkte: (^o» ^o» ^o» Po) ' i^uPu^uPi) rücksichtlich der ersten gege- 
benen Oberfläche, indem wir setzen: 



(17) 



U, = xf'(x,) + yf\y,) + zf'{z,) + pf'[p,). 
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Hiernach ist: • 

(18) f+lUoU, = o 

mit dem wilikfirlichen Factor X der analytische Ausdruck für alle 
Oberflächen zweiter Ordnung, welcl^e durch die Schnittcurven 
der Ebenen üo=o, U^^=^o und der Oberfläche zweiter Ordnung 
/•rso hindurchgehen. 

Damit die Oberfläche (l8) aber vollständig bestimmt werde, 
muss noch ein Punkt in ihr gegeben sein, der im Räume will- 
kürlich gewählt werden kann. Wählt man den Pol der Ebene 
Uq=zo, so ergiebt sich der diesem Punkte entsprechende Werth 
von l aus (i8), wenn man für die Variabein in Jener Gleichung 
die Coordinäten des Punktes setzt. Setzt man aber den so be- 
stimmten Werth von k wieder in die Gleichung (18), so erhält 
man die Gleichung: 

(19) . . . 2f{x,y, z, p) {xj\x,) + y,f\y,) + z,f\z,) + po^CPi) } 
^{x f\x,) + y f{y,) + z f[z,) + p f\p^) } 
X { X r[x,) + y f\y,) + z f\z,) + p f'ip,) } == o 

der Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch den Schnitt des 
Ebonenpaares U^ = o, üi = o mit der gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnung /*= o und zugleich durch den Pol der ersten Ebene 
hindurchgeht. Die Bemerkung, dass die Gleichung (19) ungeän- 
dert bleibt, wenn man die Indices und i mit einander ver- 
tauscht,, geometrisch gedeutet, giebt den Satz. 

Wenn man durch den Schnitt zweier Ebenen mit 
einer gegebenen 04)erfläche zweiter Ordnung eine 
andere Oberfläche zweiter Ordnung hindurchlegt, 
welche durch den Pol einer jener Ebenen geht, so geht 
diese Oberfläche auch durch den Pol der anderen Ebene. 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen und damit auch 
ihre Pole in ein und denselben Punkt, so erhält man eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung: 

(20) 4/'(a;, y,z, /?)./• (a:^. yo, ^o»/>o) 

- {^/"Vo) + yf(t/o) + ^n^o) + PnPoY = 0, 
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welche die gegebene Oberfläciie zweiler Ordnung f^=iO in der 
durch die Ebene U,^ = o hervorgebrachten Schnittcurve berührt. 
Dass diese Oberfläche zweiter Ordnung aber ein Kegel ist, ersieht 
man daraus, dass die vier partiellen Differentiaiquotienten des Un- 
ken Theiles der Gleichung (20) nach den Variabein genommen 
verschwinden, wenn mau in ihnen für die Variabein die Coordi- 
nateu oc^y^o'^a» Po ^^^ Poles jener Ebene setzt. Dieser Pol ist 
folglich die Spitze des Kegels zweiter Ordnung. 

Die Gleichung (20) stellt also den Tangentenkegel dar, wel- 
cher von einem beliebigen Punkte (x^, y„, Zq, pj als Spitze ao die 
Oberfläche zweiter Ordnung /*=o gelegt ist. Seine Basis ist die 
Schnittcurve der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung f=o 
und einer beliebigen Ebene Uq = o, Bezeichnet man daher mit 
dem Namen Kegelschnitt die Schnittcurve einer Ebene und 
eines Kegels zweiter Ordnung, so hat man den Satz: 

Alle Ebenen schneiden eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung in Kegelschnitten. 

Da sich aber nach der Definition des Kegelschnittes durch 
ihn immer ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen lässt, und 
nach einem vorangegangenen Satze der Kegel zweiter Ordnung 
durch 5 Kanten desselben bestimmt ist, so folgt daraus: 

Der Kegelschnitt ist durch 5 Punkte auf ihm 
unzweideutig bestimmt. 

Fällt die Spitze des Tangentenkegels in die gegebene Ober- 
fläche , so verschwindet das erste Glied der Gleichung (20) und 
der übrige Theil der Gleichung stellt die Tangentenebene der ge- 
gebenen Oberfläche /*=o dar. 

Um einen anderen speciellen Fall des Tangentenkegels her- 
vorzuheben, stellen wir die Gleichung (20) desselben also dar: 

2f{x,y, z,p) {xof'iXo) + yj\y^) + zj\z^) -f i?o/*'(Pa)} 

• - {^/"(^o) + yf'iy.) + ^/"W + pfiPo) y=o^ 

Fällt die Spitze dieses Tangentenkegels in den Mittelpunkt 
der Oberfläche zweiter Ordnung f = o, so hat man /'(a:©) = o, 
f^t/o) = 0, f\zo) = 0, wodurch die Gleichung sich also vereinfacht: 

(21) f{x,y,z,p) - f-^.p'^o. 
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Dieses ist aber die Gteichuiig des Asymptotenkegels. Denn 
es ist der CoefKicient des Quadrates der letzten Variabein in der 
homogenen Gleichung f = o der gegebenen Oberfläche so be- 
stimmt, dass die Oberfläche ein Kegel wird. 



FünüBehnte Vorlesung. 

Criterium der Grenzfläche zweiter Ordnung. 
Die Schnittcurve einer Ebene und einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung als Grenzfläche zweiter 
Ordnung aufgefasst. 



Wenn es unter den, durch ihre Gleichungen in Punktcoor- 
dinaten gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung solche giebt, die 
Kegel, welche sich analytisch nicht durch eine Gleichung in 
Ebenencoordinaten darstellen lassen, so muss die Reciprocität un- 
serer Betrachtungsweise nothwendig auf analytische Ausdrücke der 
Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten führen, welche 
sich in Punktcoordinaten eben so wenig durch eine Gleichung 
darstellen lassen. Diese Gattung von Oberflächen zweiter Ordnung 
wird den Gegenstand der gegenwärtigen Vorlesung bilden. 

Wir werden Grenzfläche der zweiten Ordnung dieje- 
nige Oberfläche zweiter Ordnung nennen , in Rücksicht auf welche 
die Pole aller Ebenen im Räume auf ein und derselben Ebene 
liegen. 

Es sei: 

(1) F — ^ooW* + 2^01«» + ßi,v* + = 



die Gleichung einer Grenzfläche in Ebenencoordinaten. Bezeich- 
net man mit Wy, v^ w^ r^ die variabeln Coordinaten irgend einer 
Ebene im Räume, und mit w, v, tv, r die Coordinaten einer gege- 
benen Ebene, so ist die Gleichung des Poles der letzteren Ebene: 

(2) «0^» + v,F\v) + WoFXw) + r,F\r) = o. 
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Soll dieser Pol aber für alle Ebenen w^, »o» '^o» ^o i« ^ß und 
derselben £bene liegen, so müssen bestimmte Werthe von 21,1;, 
w, r dieser Gleichung genügen unabhängig von den Werthen der 
Coordinaten u^, v^, Wq, r^, das heisst, es müssen diese Werthe den 
vi^r Gleichungen genügen: 

(3) . . . i^'(t/) = o, F\v) = o, F\rv) = o, F\r) = 0. 

' Diese vier Gleichungen mit den vier Unbekannten m, v, w, r 

sind also die Bedingungen für die Grenzfläche zweiter Ordnung (l). 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Unbekannten m, », 

w, r, so erhält man die Bedingungsgleichung zwischen den Coeffi- 

cienten in der Gleichung (1) der Grenzfläche zweiter Ordnung: 



(4) 



E = 



«^0 0» «^01» «^0«> *^0 8 



^2 0» ^t\* ^2 2» 



^8 0» '^ai» *^S2» ^J3 



= 0. 



Dass die Grenzfläche in Punktcoordinaten fr=o sich nicht 
durch diese eine Gleichung darstellen lässt, ist daraus ersichtlich, 
dass analog (18) der zehnten Vorlesung: 






J 
E 



^00» ^01» ^0 2» ^08» «^ 

^10» ^11» ^1 j> ^13» y 

^20» ^2 1» ^22» ^2 3» ^ 

^8 0» ^8 1» ^3 2» ^3 3» P 



oc , y , 



z. 



und dass die Function f, welche gleich gesetzt die Gleichung der 
Grenzfläche in Punktcoordinaten sein würde, den Factor ^ = cx) mit 
sich führt. 

Was die Ebene anbelangt, in welcher die Pole aller Ebenen 
des Raumes liegen, so werden die Coordinaten derselben durch 
die Gleichungen (3) unzweideutig bestimmt. Wir werden diese 
Ebene, die Ebene der Grenzfläche zweiter Ordnung 
nennen. 

Da die Pole aller Ebenen des Raumes in ihr liegen, so lie- 
gen auch die Berührungspunkte der Tangentenebenen der Grenz- 
fläche in ihr. Mit anderen Worten, alle Punkte der Grenzfläche 
liegen in der Ebene der Grenzfläche. 
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Um eine neue Eigenschaft der Grenzfläche zu entdecken, 
dient folgende Betrachtung. Es seien «, », w, r die Coardinaten 
3er Ebene der Grenzfläche, und u^v^^w^r^ die Coordinaten 
irgend einer Tangentenebene der Grenzfläche. Alsdann sind 
XI + Amo, V + Avp, w + Awo, r + Ir^ die Coordinaten irgend einer 
Ebene, welche durch die gerade Linie geht, in der sich die erst- 
genannten Ebenen schneiden. Diese Coordinaten genügen der 
Gleichung (l): 

(6) . . . F{^ + Amo, V + At^o, ro + Awq, r + Ir^ = o. 

Denn entwickelt man dieselbe nach Potenzen von A, so verschwin- 
det das erste und letzte Ghed, weil die genannten Ebenen Tan- 
gentenebenen der Grenzfläche sind. Es verschwindet aber auch 
das mit der ersten Potenz von A multiplicirte Glied: 

(7) . . . UoF\u) + v^F\v) + rVoF\w) + r^F\r) = o 

auf Grund der Gleichungen (3). 

Hiernach ist jede Ebene Tajagentenebene der Grenzfläche, 
welche durch die gerade Linie geht, in der sich die Ebene 
der Grenzfläche und irgend eine Tangentenebene derselben schnei- 
den. Umgekehrt wird man auch nach Analogie der correspondi- 
renden Stelle in der vorhergehenden Vorlesung leicht beweisen 
können, dass, wenn jede Ebene, die, durch die Schnittlinie einer 
festen Ebene und einer behebigen Tangentenebene einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung gelegt, wieder eine Tangentenebene der- 
selben Oberfläche ist, die Oberfläche eine Grenzfläche sein muss. 

Setzt man in der Gleichung (l) der Grenzfläche r^^^o, so 
erhält man: 

(8) F{u, V, w, o) = 0, 

die Gleichung des Taugentenkegels der Grenzfläche, dessen Spitze 
in dem Coordinatenanfangspunkt liegt. 

Da dieser Regel zweiter Ordnung die Grenzfläche ringsum ein- 
hüllt, die Grenzfläche selbst aber ihrer ganzen Ausdehnung nach in 
die Ebene der Grenzfläche fällt, so sieht man, dass die Grenzfläche 
von dem Kegelschnitt begrenzt wird , in welchem sich der bezeich- 
nete Tangentenkegel und die Ebene der Grenzfläche schneiden. 

Diesen, die Grenzfläche begrenzenden, Regelschnitt kann man 
für die Grenzfläche selbst nehmen, wenn es sich um die Tangen- 
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tcnebenen der Grenzfläche handelt. Denn die Tangentenebenen 
des Kegelschnittes, das sind die Ebenen, welche durch die Tan- 
genten des Kegelschnittes gehen, sind Tangentenebenen der Grenz- 
fläche, und umgekehrt geht jede Tangentenebene der Grenzfläche 
durch eine Tangente des Kegelschnittes. 

Fassen wir diese Bemerkungen kurz zusammen, so können 
wir sagen: 

Die Grenzfläche zweiter Ordnung fällt ihrer gan- 
zen Ausdehnung nach in eine Ebene, und wird in die- 
ser Ebene von einem Kegelschnitt begrenzt. 

Drückt man den Tangentenkegel (8) durch Punktcoordlna- 
ten aus, was nach der vorhergehenden Vorlesung ausführbar ist, 
weil die Spitze des Kegels im Coordinatenanfangspunkt liegt, so 
stellt sich die Grenzfläche dar als die Curve, in welcher dieser 
Kegel von der Ebene der Grenzfläche ux + vy + wz + rp = o 
geschnitten wird. Die Grenzfläche zweiter Ordnung wird hiernach 
in Punktcoordinaten durch zwei homogene Gleichungen darge- 
stellt, von denen die eine vom zweiten, die andere vom ersten 
Grade ist. 

Liegt der Coordinatenanfangspunkt zufälliger Weise in der 
Ebene der Grenzfläche (i), so kann man diese Betrachtungen 
nicht alle anstellen. In diesem Falle transformire man die Glei- 
chung (i) der Grenzfläche mit Hilfe von (8) der dreizehnten Vor- 
lesung auf ein paralleles Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt 
nicht in der Ebene der Grenzfläche liegt, und gehe statt von (i) 
von der trausformirten Gleichung der Grenzfläche aus. 

Ein specieller Fall der Grenzfläche zweiter Ordnung ist der, 
wenn die Gleichung (l) in zwei lineare Factoren zerfällt, also die 
Oberfläche zweiter Ordnung ein Punktenpaar darstellt. Denn in 
dieser Voraussetzung genügen die Coordinaten der Ebenen, welche 
durch die beiden Punkte gehen, den Gleichungen (3). Der die 
Grenzfläche begrenzende Kegelschnitt ist dann das von den bei- 
den Punkten begrenzte Stück der durch sie gehenden geraden 
Linie, und die Ebene der Grenzfläche ist jede durch die beiden 
Punkte gelegte Ebene. 

Es lässt sich aber auch jede Schnittfläche einer Ebene und 
einer beliebig gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung als Grenz- 
fläche ausdrücken, wie die folgende Betrachtung lehren wird. 
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We»n Fz=zo uad 0^=0 die Gleichungen von irgend zwei 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten 
sind, so weiss man, dass die Gleichung: 

F ^ XO= 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche von sämmtli- 
chen, den beiden gegebenen Oberflächen gemeinsamen , Tangen- 
tenebenen berührt wird. Zerfallt <P in das Product zweier li- 
nearer Ausdrucke V^ F„ so stellt die zweite gegebene Oberfläche 
ein Punktenpaar dar V^ = o, F, = o. 

Diese Punkte fassen wii* auf als die Pole zweier gegebenen 
Ebenen (Mq, H* w^, rj), (u„ r„ w„ r^ rücksichtlich der ersten gege- 
benen Oberfläche, indem wir setzen: 

V, = uF\u^ + vF'[v,) + fvF\fv,) + rF\r,\ 
' ' ' V, = uF\u,) + vF\v,) + wF\w,) + rF'{r,), 
Alsdann hat man die allgemeinste Gleichung: 
(10) F^lV^V, = o 

der Oberflächen zweiter Ordnung, welche sämmtliche Tangen- 
tenebenen der gegebenen Oberfläche berühren, die durch den 
einen oder den anderen oder durch beide gegebene Punkte ge- 
hen. Es ist dieses also eine Oberfläche zweiter Ordnung, die 
Jeden der beiden von den gegebenen Punkten an die Oberfläche 
F=o gelegten Tangentenkegel ringsum berührt. 

Diese Oberfläche (lO) wird vollständig bestimmt sein, wenn 
der Factor X einen bestimmten Werth erhält. Bestimmt man 
daher diesen Factor l so , dass die Oberfläche die Polarebene 
des Punktes ^0 = berührt, indem man in der Gleichung (10) 
für die Variabein setzt u^ v^, Wq, To, und setzt den Werth von l 
in (10) ein, so erhält man die Gleichung: 

(11) . , . 2F{u, V, w, r) {u^F\u,)^v,F'{v,)'\'tv,F\w,) + r,y[r,)) 
- {uF\u^) + vF\v,) ^^rvF'^w,) + rF\r^) 
X {uF\u,) -h vF\v,) + fvF'{fVo) + rF'ir^)} = 

der ganz bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung, welche die 
beiden Tangentenkegel der Oberfläche F = ringsum berührt, 
und welche zugleich von der Polarebene des Punktes Fq = 
berührt wird. 
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Def Umstand, dass die Gleichung (tl) ungeändert bleibt, 
wenn man die Indices o und l mit einander vertauscht, geo- 
metrisch gedeutet, giebt den zu dem drittletzten Satze der vor- 
hergehenden Vorlesung reciproken Satz: 

Jede Oberfläche zweiter Ordnung , welche zwei 
Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung ringsum berührt, wird von den Polarebenen 
der Spitzen beider Kegel berührt, wenn eine von 
diesen Polarebenen die Oberfläche berührt. 

Fallen die beiden Punkte Fq = o und T, = o in einen zu- 
sammen, so erhält man aus (ii) die Gleichung: 

(i2) 4F{u,v, m, r) .F{uo, ro,Wo. ''o) 

- {uF'iuo) + vF\v,) + wF\w^) + rF\r^y'^o 

einer Oberfläche zweiter Ordnung, von welcher man weiss, dass 
sie die Polarebene des Punktes Vq -- o berührt, dass sie ferner 
den aus diesem Punkte an die Oberfläche F= o gelegten Tan- 
gentenkegel ringsum berührt; aber dieses reicht nicht aus, die 
Oberfläche (12) vollständig zu definiren. Sie wird erst dadurch 
bestimmt , dass man nachweiset , dass sie überdies eine Grenz - 
fläche zweiter Ordnung ist, und dass die Ebene derselben die 
Polarebene des Punktes Vq = o ist. Dieser Nachweis wii'd 
darin gefunden , dass man sieht , wie die partiellen Diflerential- 
quotienten des linken Theiles der Gleichung (12) nach den Va- 
riabein genommen für die Werthe Mq, Vq, Wq, Tq dieser Variabein 
verschwinden. Denn dieses ist nach (3) das Kriterium der Grenz- 
fläche. 

Hiernach ist die Polarebene des Punktes Fq = o rücksicht- 
lich der gegebenen Oberfläche F = o die Ebene der Grenz- 
fläche (12) , welche begrenzt wird durch den Tangentenkegel, 
der von dem Punkte V^ = o als Spitze an die Oberfläche 
F = gelegt ist, oder welche begrenzt ist durch den Kegel- 
schnitt, in dem die Polarebene des Punktes Vq = o die 
Oberfläche F= o schneidet. 

Nimmt man diesen die Grenzfläche (12) begrenzenden Kegel- 
schnitt für die Grenzfläche selbst, indem man nur die Tangenten- 
ebenen des Kegelschnittes ins Auge fasst, so kann man auch sagen. 
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dass die Gleichung (12) den Kegelschnitt darstelle, in welchem 
die Polarebene des Punktes Fq = o die Oberfläche F -==: o 
schneidet. 



Seohssehnte Vorlesung. 

Kegel zweiter Ordnung, welche durch die 
Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter Ord- 
nung hindurchgehen. 



Durch die Schnittcurve zweier durch ihre Gleichungen in 
homogenen Punktcoordinaten : 

f = «00^* + 2ao, Ä-.y + «ny* + . . . . = o, 
(1) 

ff -- ^00^* + 2^01 ^y + ^M y* + . . . . = 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung lassen sich unendlich 
viele (^erflächen zweiter Ordnung hindurchlegen, welche alle 
durch die eine Gleichung mit dem willkürlichen Factor l ausge- 
drückt werden: 

(2) f+Xip^o. 

Da die Coefficienten in dieser Gleichung nach Vorlesung 14 
nur eine Bedingungsgleichung zu erfüllen haben, wenn die Ober- 
fläche (2) ein Kegel sein soll, so wird der willkürliche Factor l 
sich immer so bestimmen lassen, dass der Bedingungsgleichung 
genügt wird. Es wird also immer ein Kegel zweiter Ordnung 
durch die Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter Ordnung ge- 
legt werden können. Dieses trifft auch zu, wenn die zweite ge- 
gebene Oberfläche g> = o ein Ebenenpaar ist, in welchem Falle 
die Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen in zwei ebene 
Curven der Oberfläche /*?= o zerfaUt. Man wird darin einen neuen 
Beweis des Satzes erblicken, dass eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung durch jede Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten wird. 

Um die Anzahl der Kegel zweiter Ordnung zu ermittieln, 
welche durch die Schnittcurve der beiden Oberflächen (I) hin- 
durchgehen, muss man die erwähnte Bedingungsgleichung selbst 
aufstellen. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, x, y. z, p seien die 

Hesse, Analyt. Geometr. 20 



w ^ = , 



0. 



I 
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Coordinaten der Sftttze des Kegel» (2). Alsdann liat man nacli 
(3) der vierzehnten Vorlesung: 

woraus man durch Eiiihinatioii der Coordinaten die gesuchte Be- 
dingungsgleichung erhält: 

'«00 + ^^00» ««1 + ^^0 1» ••• • 003 + ^*03 
«10+^^10. «11 + ^^1, .••. «13+^*13 
• +^*»0» «21 +^hi> • • • • «8S + ^*«3 
,«80 + ^^30» «31 +^&S1. • • • • «33 + ^*38 

Es ist dieses eine in l biqiiadratische Gleichung, und jeder 
Wurzel derselben entspricht ein Kegel. Daher hat- man den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter Ordnung 
hindurchlegen. 

Bezeichnet man mit Iq» ^1» ^2» ^s ^^^ vier Wurzeln der Glei- 
chung (4), mit 0,1,2,3 die Spitzen der vier Kegel, und durch 
Beifügung der Indices 0, 1, 2, 3 an die Variabein respective die 
Coordinaten der vier Kegelspitzen, so erhält man aus (3) die vier 
Systeme Gleichungen: 

[o] ' ' ' • , 

/"'(Po) + h9>\Po) — 0, f\pi) + Ai (jp'Cp,) = 0., 

aus welchen sich, wenn man die Wurzeln X der biquadratischen 
Gleichung z/ = o als bekannt voraussetzt, die Coordinaten der 
vier Kegelspitzen durch Auflösung von linearen Gleichungen er- 
geben. 

Um aus diesen Gleichungen andere zur geometrischen Inter- 
pretation geeignete Gleichungen abzuleiten, multipliciren wir das 
erste System Gleichungen respective mit a:„ y,, z„ j», und compo- 
niren durch Addition derselben eine neue Gleichung. Ebenso 
multipliciren wir das zweite System Gleichungen respective mit 
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^0-^0, ^o*Po und addiren. Die auf diese Weise erhaltene Gleichung 
ziehen wir von der ersteren ab und erhalten: 

(^0 — -^i) {^i9M +yi9''W + ^i^'W + Pi<p'iPo)} = o. 

Da nun der erste Factor nicht verschwinden kann, weil JIq 
und A| verschiedene Wurzeln der biquadratischen Gleichung ^ ss o 
sind, so verschwindet der zweite Factor, und man hat: 

^i9M + yi9>\yo) + 2t 9 M + Pi^Xpo) = o. 

Mit Berücksichtigung dieser Gleichung geht die vorher aus 
dem erstem System (5) componirte Gleichung über in: 

^1 A'-^e) + 9^f\yo) + zj\Ziö + Pif'iPo) = 0, 
Da man aber in gleicher Weise mit je zwei Systemen Glei- 
chungen (d) verfahren kann, so erhält man allgemein, wenn man 
mit m und n irgend zwei verschiedene Zahlen 0, I, 2, 3 bezeichnet: 

/g^ ^«y'W + ym9{yn) + -m<P\2n) + Pm^P'iPn) ^-^ 0, 

woraus endlich folgt: 

+ Pm{r{Pn) + W{Pn))=0. 

Diese Gleichung beweiset den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberflächen 
zweiter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen. Die Spitzen je zweier von ih- 
nen sind harmonische Pole jeder Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch die Schnittcurve der beiden 
Oberflächen hindurchgeht. 

Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, dass die vier Wur- 
zein der biquadratischen Gleichung (4) d = o verschieden seien. 
Sind zwei derselben gleich, so bedarf es einer besonderen Un- 
tersuchung dieses Falles, in welchem sich die beiden Oberflächen 
/•zrso und ^ = in einem Punkte berühren. Ein zweiter Fall, 
der zu beachten ist, ist der, wenn die biquadratische Gleichung 
zwei Paare gleicher Wurzeln hat, ein dritter Fall, wenn jene 
Gleichung drei gleiche Wurzeln hat. Wir gehen jedoch auf die 
Untersuchung dieser speciellen Fälle nirht weiter ein. 

10* 
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Vier Punkte im Räume, von denen jeder der harunonischo 
Pol ist des andern in Rucksicht auf eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung nennt man ein System harmonischer Pole 
der Oberfläche. Solcher Systeme harmonischer Pole einer gege- 
benen Oberflache zweiter Ordnung lassen sich eine unendliche 
Zahl bestimmen. Denn construirt man zu einem gegebenen Pol 
einer Oberfläche zweiter Ordnung die Polarebene und nimmt 
auf dieser einen zweiten Punkt 1, auf der Schnittlinie der Polar- 
ebene von und von l einen dritten Punkt 2 und bestimmt endlich 
auf der genannten Schnittlinie zum Punkte 2 den ihm zugeordneten 
Pol 3, so bilden die genannten vier Punkte ein System harmoni- 
scher Pole der gegebeneu Oberfläche. Ein System harmonischer 
Pole einer Oberfläche zweiter Ordnung hat die charakteristische 
Eigenschaft, dass jede Ebene, welche durch drei von ihnen hin- 
durchgeht, die Polarebene des vierten ist. 

Was die vier Ebenen anbelangt, welche durch je drei aus 
einem System harmonischer Pole einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung gelegt werden können, so haben sie die Eigen- 
schaft , dass jede derselben harmonische Polarebene der andern ist. 

Vier Ebenen, von welchen je zwei harmonische Polarebenen 
einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung sind, bilden ein Sy- 
stem harmonischer Polarebenen der gegebenen Oberfläche. 

Auf Grund dieser Definitionen und der bekannten Eigen- 
schaften von Pol und Polarebene hat man die Satze: 

Die vier Ebenen, welche durch je drei aus einem 
System harmonischer Pole gelegt werden können, 
bilden ein System harmonischer Polarebenen, 

Die vier Punkte, in welchen sich je drei Ebenen 
aus einem System harmonischer Polarebenen schnei- 
den, bilden ein System harmonischer Pole, 
auf welche Sätze gestützt wir den vorhergehenden auch so aus- 
drücken können: 

Die Spitzen der vier Kegel zweiter Ordnung, 
welche sich durch die Schnittcurve zweier Oberflä- 
chen zweiter Ordnung hindurchlegen lassen, bilden 
ein System harmonischer Pole für jede Oberfläche 
zweiter Ordnung, welche durch die Schnittcurve ge- 
legt werden kann, und zugleich dke Ecken eines Te- 
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traeders, dessen Seitenflächen ein System harmoni- 
scher Polarebenen eben derselben Oberfläche sind. 

Wir haben in dem Vorhergehenden, von den 16 Gleichun- 
gen (5) ausgehend, durch eine geschickte Art der Elimination der 
vier Grössen A(„ . . . A, die 12 Gleichungen (6). die wir geometrisch 
deuten konnten, abgeleitet. Man kann aber auch umgekehrt, von 
den 12 Gleichungen (6) ausgehend, durch Einführung von vier 
neuen Grössen Ao,Ai,A,,A, die 16 Gleichungen (5) ableiten. Um 
zu dem ersten von diesen Systemen zu gelangen, setzen wir iu 
(6) n = und für m nach einander die Zahlen 1, 2, 3, wo- 
durch wir erhalten: 

^WW + y2 9(yo) + ^t9>\^o) + P29>'{Po) = 0, 

^s9>'W + y39>\yo) + ^s9>'(«o) + P3 9>\Po) = 0. 

^xfi^o) + yxf\yo) + ^ifX^o) + Pif'ipo) — 0. 
ootfM + yff'iyo) + ^if'i^o) + Pif'iPo) = 0, 
^zfi^o) + yJ\yo) + z^f\zo) + pJ\po) == 0. 

Betrachtet man in dem ersten Systeme von drei Gleichun- 
gen die Grössen (p\xf^), q>(yo)y 9(^0), 9?'(jOo) ais die Unbekannten, 
in dem zweiten Systeme die Grössen f'{xo)*fiyo)yf{^o\f'(Po) als 
die Unbekannten, so sieht man, dass die beiden, die Verhältnisse 
der Unbekannten bestimm«»nden, Systeme Gleichungen sich nur 
durch die Ausdrucksweise der Unbekannten von einander unter- 
scheiden. Das erste System Gleichungen muss daher durch Auf- 
lösung dasselbe Verhältniss der Unbekannten ergeben als das 
zweite. Das will sagen, dass sich ein Factor A« finden lassen muss 
der Gestalt, dass; 

Da nun die Gleichungen f6) die Bedingungen ausdrucken für 
ehi System harmonischer Pole der Oberfläche f=r=o und zugleich 
der Oberfläche 9=0, so erkennt man in der Zuruckfuhrung der 
Gleichungen (6) auf (5) den Beweis des Satzes: 

Wenn vier Punkte im Baume ein System harmo- 
nischer Pole bilden für eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung und für noch eine Oberfläche derselben Ord- 
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iiung, so sind die vier Punkte die Spitzen der vier 
Kegel zweiter Ordnung, weiche sich durch die 
Schnittcurve der beiden Oberflächen hindurchlegen 
lassen. 

Es giebt nur ein System harmonischer Pole für zwei ge- 
gebene Oberflächen zweiter Ordnung, weil durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen nur vier Kegel zweiter Ordnung 
gehen. Es giebt daher nur ein System harmonischer Polarebe- 
nen für zwei gegebene Oberflächen zweiter Ordnung, gebildet aus 
den Seitenflächen des Poltetraeders, dessen Ecken das den bei- 
den Oberflächen gemeinschaftliche System harmonischer Pole 
bilden. 

Hiernach ist das Problem der Spitzen der vier Kegel zweiter 
Ordnung, welche durch die Schnittcurve zweier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung hindurchgehen, aequivalent mit dem Problem des 
beiden Oberflächen gemeinsamen Systemes harmonischer Pole. 
Wir können daher in dem Folgenden das letztere für das ur- 
sprüngliche nehmen. 

Aus den zur Lösung eines Problems aufgestellten Gleichun- 
gen soll man inuner den möglichst grössten Nutzen ziehen, wenn 
gleich die Folgerungen aus den Gleichungen nichts mehr zur Lö- 
sung des Problems beitragen. Denn in der Regel sind die durch 
solche Nebenbetrachtungen gewonnenen Resultate für sich, aus 
dem Zusanunenhange mit dem Hauptproblem gebracht, viel schwe- 
rer nachzuweisen. 

Wir kehren deshalb zu dem System Gleichungen (3) zurück, 
welches, unter der Voraussetzung, dass l eine Wurzel der biqua- 
dratischen Gleichung J = o, die Coordinaten der Spitze des durch 
die Schnittcurve der Oberflächen f=o und g? = o gelegten Ke- 
gels zweiter Ordnung bestimmt. 

Eliminirt man aus je zwei Gleichungen dieses Systemes (3) 
die Grösse X, so erhält man die Gleichungen von 6 Oberflächen 
zweiter Ordnung: 

fi^) <Piy) - f'iy) 9(^) = , f\x) q>\z) - f\z) q>\x) = o , 

welche sämmtlich durch die vier Spitzen der durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen f=^o und g? = o gelegten Kegel 
zweiter Ordnung hindurchgehen. Es ist daher: 
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(7) % = Poi[f\oc)v'(y) - f{y)9>\x}'] 

+ Po.[/'(^)9>'W - rW9>'(^)] + Po»[/>)<p'(p) - fXp)(p\x)-] 

+ P^m^WiP) - f'ip)9{^)'] + P^zinyWiP) - f\p) 9'(y)] 

+ Px%{f\y)¥{^) — /*'(«) 9>'(y)] ^--^' 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
die vier Kegelspitzen geht. Es ist dieses aber auch zugleich die 
allgemeinste Gleichung der Oberflachen zweiter Ordnung, welche 
dur^ die vier Kegelspitzen gehen, weif sie die Verhältnisse von 
6 willkürlichen Constanten p^j^ mit sich führt. Denn diese Con- 
stanten lassen sich noch so bestimmen, dass die Oberfläche (7) 
überdies durch 5 gegebene Punkte hindurchgeht, wodurch die 
Oberfläche erst vollständig bestimmt ist. 

Wenn man die Gleichung (7) entwickelt, so nimmt sie die 
Gestalt an: 
(8) X =^ ^00^' + 26ü,a;y + ^, ly' + ^- o. 

Die Coefficienten e^j^ in dieser Gleichung genügen vier li- 
nearen Bedingungsgleichungen , weil die Oberfläche %=^ o durch 
vier bestimmte Punkte, die vier Kegelspitzen, hindurchgeht. Von 
diesen vier Bedingungsgleichungen werden wir vorläuflg nur eine 
entwickeln. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Relationen (9) der 
zehnten Vorlesung zwischen den Coordinaten eines beliebigen 
Punktes der Oberfläche zweiter Ordnung /'=o und den Coordi- 
naten der Tangentenebene in diesem Punkte: 

'^f\x)^u, ir{y)--=^v, irW-«;, 4>'(p) = r. 

Diese Relationen sind in grössei-er AusführHchkeit unter Be- 
rücksichtigung von (I): 

a,o^ + «2iy + «22^ + «23/? = w, 

«30^ + «3!^ + «32^ + «33/? = ^• 

Die Auflösung dieses Systemes Gleichungen giebt nach (12) 
der zehnten Vorlesung Gleichungen von der Form: 

'^F\u)^^x, ^F\v)^y, 1^».-^, \F'[r):=p, 
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welche durch Multiplication befreit von dem gemeinsamen Nenoer 
Ä sich also gestalten: ^ 

^00« + AoV + A^qW + A^^r = Ax, 

A^^u + As^v + A^^ro + A^^r =:z Ay , 

^02« + ^11» + ^«t«' + A^^r:= Az, 

indem A^j^ z= Aj^^, weil a^;^ == aj^^, und F=o oder A.F = o 
die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenencoordi- 
naten ist. 

Zwischen den CoeCBcienten des ersten Systemes linearer Glei- 
chungen und den Coefficienten ihrer Auflösungen hat man be- 
kanntUch die Relationen: 

^ = So^XO + Sl^Xi+ ''*2^X2+ ^X3^X3 

^ = «xo^Ao + «xi^Zi+ «X2^A2 + «xa^Aa- 

Wir drücken diese Relationen zweckmässig in Worten also aus: 
,.Wenn man in der Entwickelung der 16 Ausdrücke: 

h^r'{^)> lyn^), izf\x), i^pfix), 

h^fiy), \yf\y). W\y). \pf\y), 
W\z)> iyriz). izfiz). iPf'iz)-. 
h^fiP). kyf\p)> \zf\p). hPfXp). 

„für die Producte: 

ä:^, xy y yy , 

„respeelive setzt: 

"^0 ' '^o 1 ♦ Ai i , , 

^so gehen dieselben über in: 

A, 0, o, o, 

.0, Ay o, 0, 

0, 0, A , o, 
o, o, 0, A. 

Daraus folgt, dass das erste mit p^, multipücirte Glied: 

f\^)¥{y) — f\y)9>{^) 
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in der Gleichung (7) durch die gleiche Veränderung verschmn* 
det. Denn dieses mit dem Factor l multiplicirte Glied lässt.sich 
ja so darstellen: 

Kih'^r'i^) + h,,\yf\x) + b,,\zr(x) + b,, \pf\x) 

Aber es verschwindet durch diese Veränderung nicht blos 
das erste Glied der Gleichung (7), sondern auch jedes der übri- 
gen 5 Glieder. Es verschwindet daher auch die ganze Function 
X durch die genannte Veränderung. Nimmt man nun statt der 
Function % aus (7) ihre Entwickelung (8), so ergiebt sich daraus 
die eine von den Unearen Bedingungsgleichungen zwischen den 
Coefficienten e^j^^: 

(9) ^00-^00+ 2^0, ^oj+ ^.1^11 + = 0, 

welcher alle Oberflächen zweiter Ordnung % = o zu genügen ha- 
ben, welche durch das den beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
/*=o und 9) = o gemeinschaftliche System harmonischer Pole 
hindurchgehen. 

Bemerkt man aber, dass in ilie Gleichung (9), da die Grös- 
sen A%x Functionen sind allein von den Coefficienten a%x, die 
Coefßcienten b%x gar nicht eingehen, so sieht man, dass jede be- 
liebige der Oberflächen zweiter Ordnung (p = o auf die Bedin- 
gungsgleichung (9) keinen Einfluss ausübt. Die vier Punkte, durch 
welche die Oberfläche x = o hindurchgeht, bUden daher nur ein 
System harmonischer Pole der Oberfläche f=^o. Diese Bemer- 
kung drücken wir als Satz aus wie folgt: 

Wenn: 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist 
in homogenen Punktcoordinaten und: 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in homogenen Ebenencoordinaten, so ist: 

^0 -^0 4" 2 ^0 1 -^0 1 T" ^1 1 ^1 I + • , • • • ^^ ^ 

die Bediugungsgleichung, dass die erste Oberfläche 
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durch irgend ein System harmonischer Pole der zwei- 
ten Oberfläche hindurchgehe. 

Da wir in dem Folgendem von diesem Satze vielfaltige An- 
wendungen zu machen haben werden, so fassen wir denselben 
als eine Regel auf, der i^ir folgenden Ausdruck geben: 

Wenn: 

^00^* + ^^oi^y + ^ny* + . . . — o 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten ist, und: 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten, so erhält man die Bedin- 
gungsgleichung, dass die erste Oberfläche durch ir- 
gend ein System harmonischer Pole der zweiten Ober- 
fläche hindurchgehe, entweder, wenn man in der 
Punktcoordinatengleichung für die Producte der Va- 
riabein: 

ococ , xy, yy , . . . 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoordi- 
natengleichung setzt: 

oder, wenn man in der Ebenencoordinatengleichung 
für die Producte der Variabein: 

MW, UV, vv , . . . , 

respective die Coefficienten aus der Punktcoordina- 
tengleichung setzt: 

Der genannte Satz giebt die geometrische Bedeutung einer 
allgemeinen linearen Bedingungsgleichung zwischen den Coeffi- 
cienten in der durch ihre Gleichung in Punktcoordinaten gege- 
benen Oberfläche zweiter Ordnung % -~ o. Durch ihn wird die 
. analoge Frage für die Oberflächen zweiter Ordnung beantwortet, 
welche wir im Anfange der fünften Vorlesung für die Ebenen 
aufgeworfen und beantwortet haben. Die Bedingungsgl^ichung, 
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dass eine Oberfläche zweiter Ordnung durch einen gegebenen 
Punkt gebe, ist zwar auch eine lineare Bedingungägleicbung zwi- 
schen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche, aber 
diese Bedingungsgleichung hat einen ganz speciellen Charakter. 
Denn »e enthält nicht 10 Constanten, sondern nur die 4 Coor- 
dinaten des gegebenen Punktes als Constanten. 

Sind zwei Oberflächen zweiter Ordnung durch ihre Punkt- 
coordinatengleichungen x==o und f = o gegeben , und man ver- 
langt die Bedingungsgleichung zwischen den Coefiicienten in die- 
sen Gleichungen, welche erfüllt werden muss, wenn die erste 
Oberfläche % = o durch irgend ein- System harmonischer Pole 
der anderen Oberfläche f=o hindurchgehen soll» so hat man 
die Oberfläche f=o durch Ebenencoordinaten auszudrucken. 
Dieser Ausdruck ist nach (16) der zehnten Vorlesung, in der Vor- 
aussetzung, dass f=o die erste Gleichung (]) ist, folgende]^: 

«00» «Ol» «Ot» «03» " 

«10» «11» ^1«» ^18» ^ 

«tO» "tl» ««f» «tS» ^ 

«80» ^81» «8f> «88. ^ 

«, V, w, r; 

In dieser durch Ebenencoordinaten ausgedrückten Gleichung 
der Oberfläche f=o bat man für: 

UU, UV, vv, .... 
respectiye zu setzen die Coefßcienten aus der Gleichung % = o: 



um die gesuchte Bedingungsgleichung (9) zu erhallen. 

Wir haben diese an sich •einfachen Operationen zur Bildung 
der Gleichung (9) deshalb so weitläuftig auseinander gesetzt, weil 
dieselben sich in dem Folgenden mehrmals wiederholen werden 
in etwas complicirteren Ausdrücken. 

Von den vier linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 
Coeflicienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
^ ^^ o, welche diese Coeflicienten zu erfüflen haben, wenn die 
Oberfläche durch das den beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
f=:o und 9=0 gemeinsame System harmonischer Pole gehen 
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soll, haben wir bisher nur ein«, die Gleichung (9), hervorge- 
hoben. Wir werden jetzt alle vier Bedingungsgleichungen auf- 
stellen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die Gleichung: 

(10) Kf + Xg> = o 

mit ganz willkürlich gewählten Werthen von x und k eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung darstellt, für welche das den beiden Ober- 
flächen f=o und (p = o gemeinsame System harmonischer Pole 
ebenfalls ein System harmonischer Pole ist. Die Oberfläche (8) 
3j = 0, welche durch das den genannten beiden Oberflächen 
f=o und 9 = gemeinsame System harmonischer Pole geht, 
geht also auch durch ein System harmonischer Pole der Ober- 
fläche (10). Die Bedingung,^ dass das Letztere zutreff*e, erhalten 
wir nach der vorhin angegebenen Regel auf folgende Art. Wir 
drücken die Oberfläche (lo) in Ebenencoordinaten aus wie folgt: 



(II). 



««20+ ^^20' ««21 + ^^1' 
««30+ ^^30» ^«31+ ^^31, 



««03+^*03» « 
xa,3 + A&,3, V 

Xögg-f Aftj3, W 

Xflsa + Afta^, r 
r, o 



Wir entwickeln den linken Theil dieser Gleichung der Ober- 
fläche (lO) in Ebenencoordinaten nach Potenzen und Producten 
tler Variabein w, v,w,r, indem wir setzen: 



(12). 



««00+^*00» ««01 + ^*01» 

««10+ ^^0' «ö^n+ ^*M» 

««20+ ^^0' ««il + ^^tl» 

««30+ ^^30» ««31+ ^^31. 



««03+ ^^03' • 
««13+ ^^13. ^ 
««E8 + ^ftfS. Ä' 
««33 + ^*33» r 

r, o 



= C,,u^+ 2Cr,,uv+ C\,v' + 



Setzen wir hierauf diese Entwickelung gleich o, indem wir 
nach der angegebenen Regel die Potenzen und Producte der Va- 
riabein ü^,uVyV^ . . . respective verändern in «oo»^oi»^ii • . . , sjo 
erhalten wii*: 

(13) ^ooC + 2^01 ^'oi + ^11 ^'ii + =0» 
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die Bedingung, dass die Oberfläche (s) % ^:^ o durch ein System 
harmonischer Pole gehe der Oberfläche (lO). 

in dem weitern Verlauf unserer begonnenen Untersuchung 
werden wir vielfältig auf Gleichungen von der Form (13) gefuhrt 
werden. Wir wählen daher, weil e„^ = e^„ und C'^^ = C^^ ist, 
die folgende kürzere Darstellungsweise dieser Gleichung: 

(U) . . .- £e„^C^^= o. 

Die Gleichung (ll) ist eine homogene in Rücksicht auf « 
und k, und vom dritten Grade. In der Entmckelung (|2) wird 
daher auch Jeder Coefftcient C„„ homogen vom dritten Grade sein 
von der Form: 

(„^ . . . c'„. = x'C + x'-tcr: + ^^'Cn + i'O 

Denkt man sich^ diese Ausdrucke in die Gleichung (14) ge- 
setzt, und beachtet, dass diese Gleichung für alle Werthe von 
X und X erfüllt werden muss, so zerspaltet sich dieselbe in fol- 
gende vier Gleichungen: 



(16) « ^on 






Dieses sind die vier gesuchten linearen Bedingungsgleichun- 
gen zwischen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche 
;^ = o, welche erfüllt werden müssen, wenn die Oberfläche durch 
das den beiden Oberflächen f=o und 9 = gemeinsame Sy- 
stem harmonischer Pole gehen soll. 

Ein diesem System von vier Gleichungen äquivalentes System 
linearer Gleichungen würde man erhalten, wenn man die Bedin- 
gungen aufstellte, dass die Oberfläche {S) % = f> durch jede ein- 
zelne Spitze der vier Kegel gehe, welche sich durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen f=o und 9 = legen lassen. 
Aber die Coordinaten dieser vier Regelspitzen, die in die ßedin- 
gungsgleichungen eingehen, invoMren noch, wie man gesehen 
hat, die Wurzeln der hiquadratischen Gleichung J = o, deren 
Kenntniss zur Aufstellung der Gleichungen (l6) nicht nothwen- 
dig ist. 

Wir werden jetzt die vier Bedingungsgleichungen aufstellen, 
welche die Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche (H) % =^ 
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zu erfüllen haben , wenn dieselbe durch das der ersten (ttierflfiche 
(1) fs=zo und einer dritten Oberfläche zweiter Ordnung v==o: 

(«7) '^ ~ c^^a^ + 2Co,a:y + c,,y* + = o 

gemeinsame System harmonischer PolÖ" gehen soll. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die analoge Gleichung (li), in: 
dem wir in jener Gleichung für die Buchstaben h und X die Buch- 
staben c und li setzen, und entwickeln den linken Theii der so 
gebildeten Gleichung nach Potenzen und Producten der Variab^ln 
tt, w, w^r wie folgt: 

*^«io+^^iü' ^^xi +f*^ii» 
(18)... xa,ü+^c,j,, xd,, +fic,,, 

««8o + ^<^3o' »«S1 + f*<^>i» »«»s + f^^a«, r 

u, V, . . . • r, o 

= ^;„«« + 2i^;, UV + B\,^+ . . . 

Die der Gleichung (14), woraus sich schliesslich die vier 
Gleichungen (i6) ergaben, nachgebildete Gleichung ist hiernach 
folgende : 

'(19) '. . 






xa« 



+ l^c» 



rv 



-^^«.^«n= «^. 



Beachten wir wieder, dass die Coefticienten j^'^^in der Ent- 
Wickelung (16) von der Form sind: 



(20) 






SO ergeben sich aus der Gleichung (|9) die verlangten vier Be- 
dingungsgleichungen : 



(21) 






Soll hiernach die Oberfläche (8) % = o durch das den Ober- 
flächen f=o und 9=0 gemeinsame System harmonischer Pole 
gehen, also durch vier bestimmte Punkte, so müssen die Coeilfi- 
cienten in der Gleichung der Oberfläche x = o den vier linearen 
Bedingungsgleichungen (I6) genügen. Soll die Oberfläche (s) % == o 
durch das den Obei^ächen f=o und 1^ = gemeinsame System 
harmonischer Pole gehen, also wieder durch vier bestimmte 
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Punkte, so müssen die Coefficienten in der Gleichung der Ober- 
fläche x=^o den vier linearen Bedingungsgleichungen (2i) genü- 
gen. Soll endlich die Oberfläche (8) ;i; = o durch beide Systeme 
harmonischer Pole der Oberfläche f=o, also durch 8 bestimmte 
Punkte gehen, so haben die Coefficienten in der Gleichung (8) 
X = den 8 Gleichungen (16) und (21) zu gleicher Zeit zu ge- 
nügen. 

Man wird in dem Umstände, dass die Coefficienten in der 
Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung^, welche durch 8 ge- 
gebene Punkte geht, auch 8 linearen Bedingungsgleichungen ge- 
nügen, nur eine Bestätigung unserer im Anfange der neunten 
Vorlesung angeführten Thatsachen erblicken. Um so mehr muss 
es aber überraschen, wenn man sieht, wie in unserem Falle die 
8 Bedingungsgleichungen (16) und (21) sich auf nur 7 Bedin- 
gnngsgleichungen reduciren, indem die erste Gleichung (16) mit 
der ersten Gleichung (21) zusammenfällt. 

Denn setzt man x = l und A-~ft = o, so wird aus (|5) 

"""* <r.. = c- »•.. = ».-. 

während (|2) und (r8) die Entwickeiung ein und desselben Aus- 
druckes nach Potenzen und Producten der Variabein Uy v, tv, r 
darstellen, nämlich: 

C«* + 2Cr««' + 0' + ... und: 

Da aber diese Entwickehuigen Glied für Glied übereinstim- 
men müssen, so hat man: 

(22) -...bZ^^cZ. 

wodurch eben der Beweis geführt ist, dass die erste Gleichung 
(16) und die erste Gleichung (21) ein und dieselbe Gleichung sind. 
Es tritt uns hier nun das Paradoxon entgegen, dass die 
Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche (8) % = o nur 7 
linearen Bedingungsgleichungen (16) und (2i) zu genügen brau- 
chen, damit die Oberfläche durch 8 bestimmte Punkte gehe, 
nämlich durch das den* Oberflächen /*-^o und 9?= o gemeinsame 
System harmonischer Pole und zugleich durch das den Oberflä- 
chen f=o und t(; = o gemeinsame System harmonischer Pole. 
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Dieses Paradoxon ßndet seine Erklärung in dem in der neun- 
ten Vorlesung aufgestellten Satze, „dass alle Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche durch 7 gegebene Punkte gehen, auch diu-ch 
einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten Punkt gehen." 
Denn wenn die 8 Punkte, durch welche eine Oberfläche zweiter 
Ordnung hindurchgehen soll, im Räume so gewählt sind, dass 
sich in ihnen drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, welche 
nicht durch dieselbe Schnittcurve gehen, so reduciren sich die 
8 Bedingungsgleichungen auf 7. Dieses ist aber gerade unser 
Fall. Denn es gehen alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch 7 Punkte aus den beiden Systemen harmonischer Pole ge- 
hen, auch durch den achten Punkt. 

Die beiden Systeme harmonischer Pole werden, wenn man 
die Oberfläche /*=o als gegeben betrachtet, die Oberflächen 
(pz=o und i|; = o aber als veränderlich, irgend zwei Systeme 
harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche /'=o sein. Von 
ihnen gilt daher dasselbe, was wir von den beiden gemeinsamen 
Systemen harmonischer Pole auseinander gesetzt haben. Wir kön- 
nen daher die vorausgegangenen Bemerkungen in doppelter Ans- 
drucksweise also wiedergeben: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung bilden ein System von 8 
Punkten, in welchen sich drei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden, welche nicht durch dieselbe 
Schnittcurve gehen. 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 

7 Punkte aus zwei Systemen harmonischer F*ole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgehen, gehen 
auch durch den achten Punkt. 

Um die Unikehrung dieser Sätze zu rechtfertigen, stellen 
wir folgende Betrachtungen an: 

Wir bezeichnen mit o, j, 2, ... 7 irgend 8 Punkte im Räume, 
und durch Beifügung dieser 8 Zahlen als Indices der homogenen 
Coordinaten die Coor<dinaten der 8 Punkte. Wir vertheilen die 

8 Punkte in zwei Systeme von vier 4 Punkten 0, I, 2, 3 und 4, 5, 
6,7 und stellen, indem wir unter jit und v irgend zwei verschie- 
dene von den Zahlen 4, ö, 6, 7 verstehen, die 6 Bedingungen auf, 
welche zu erfüllen sind, wenn für eine Oberflache zweiter Ord- 
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nung /*=/) das zweite System von 4 Punkten ein System har- 
monischer Pole sein soll: 

(23) x^f\x;i + y^fiy;) + z^fiz^) + p^/^'(p^) = o. 

Wir drücken ferner die 6 Bedingungen aus, welche .die Coeffi- 
ci<»nten in der Gleichung derselben Oberfläche f=o zu erfüllen 
haben, wenn auch das erste System von 4 Punkten ein System 
harmonischer Pole sein soll: 

, ^./"W + y.Ay.) + Zin^,) + pj\p,) = o, 

(•24) .... x,n^,) + yjy,) + zj\z,) + pj'ip,) = o, 

«oA^i) + yofiyt) + ^J'N + Pof(pt) = 0, 

(25) .... xj\xt) + yo/'(y,) + Zof\z^) + Pof\Pi) = 0, 

'-^©/"(^s) + y,if\y^) + z^t\z^) + pj\p^) = 0. 

Wenn die 8 Punkte im Räume beliebig gegeben sind, so 
sieht man wohl, dass die 10 in die aufgestellten 12 Gleichungen 
(23), (24), (25) linear und homogen eingehenden Coefficienten aus 
der Gleichung der Oberflache /*= o sich nicht so bestimmen lassen, 
dass allen diesen Gleichungen zugleich genügt wird. Dagegen 
lassen sich die Verhältnisse der genannten Coefficienten unzwei- 
deutig so bestimmen, dass den 6 Gleichungen (23) und zugleich 
den 3 Gleichungen (24) genügt wird, welches auch die 7 Punkte 
I, 2, . . .7 seien. Auf diese Weise ist die Oberfläche /*- = o durch 
die 7 Punkte unzweideutig bestimmt. Bestimmt man hierauf den 
Punkt als den Pol der durch 1,2,3 gelegten Ebene, nämlich 
so, dass seine Coordinaten den 3 in Rücksicht auf sie linearen 
Gleichungen (26) genügen, so hat man 2 Systeme harmonischer 
Pole der unzweideutig bestimmten Oberfläche f=o, von welchen 
die letzt genannten Sätze gelten. Dieser Punkt ist demnach 
der achte Schnittpunkt von 3 Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die 7 beliebig gegebenen Punkte l, 2, ... 7 hindurchgehen, 
sich aber nicht in derselben Curve schneiden. Wir geben diese 
Bemerkungen in der Kürze also wieder: 

Die 8 Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche ausser den 8 Punkten weiter keinen 

Hesse, Anal yl. Geomelr. 21 
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Punkt gemein haben, bilden in 2 Gruppen von 4 Punk- 
ten vertheilt 2 Systeme harmonischer Pole einer un- 
zweideutig bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Da die Art der Vertheilung der 8 Schnittpunkte der 3 Ober- 
flächen zweiter Ordnung willkürlich bleibt, so entspricht jeder an- 
deren Vertheilungsart auch eine andere Oberfläche zweiter Ord- 
nung. 

Eine unmittelbare Folge aus dem vorletzten Satze ist der Satz : 
Wenn eine Oberfläche zweitt»r Ordnung durch ein. 
System harmonischer Pole einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung geht, so geht dieselbe Ober- 
fläche durch unendlich viele Systeme harmonischer 
Pole der gegebenen Oberfläche. 

Denn nimmt man auf der Oberfläche, welche durch ein Sy- 
stem harmonischer Pole einer gegebenen Oberfläche geht, einen 
Punkt beliebig an, construirt die Polarebene dieses Punktes 
rücksichtlich der gegebenen Oberfläche, nimmt hierauf auf der 
Schnittcurve der Polarebene und der ersten Oberfläche einen 
zweiten Punkt 1, und construirt wieder die Polarebene rücksicht- 
lich der gegebeneu Oberfläche, so schneiden die beiden Polar- 
ebenen und die erste Oberfläche sich in 2 Punkten 2 und 3. Die 
Punkte 0, 1,2 bilden dann ein unvollständiges System harmoni- 
scher Pole der gegebenen Obei'fläche. Da aber die erste Ober- 
fläche der Annahme nach durch ein vollständiges System harmo- 
nischer Pole der gegebenen Oberfläche geht, und da dieselbe 
Oberfläche auch durch das genannte unvollständige System har- 
monischer Pole der gegebenen Oberfläche geht, so geht sie auch 
durch den fehlenden Pol 3 , weil dieser Pol nur auf der geraden 
Linie 2 3 liegen kann. 

Von besonderem analytischen Interesse ist die lineare Be- 
stimmung der Coordinaten des achten Schnittpunktes o von 3 
Oberflächen zweiter Ordnung durch die Coordinaten der übrigen 
Schnittpunkte 1,2, ... 7. Denn setzt man die durch die Glei- 
chungen (-23) und (24) gegebenen Verhältnisse der Coefficienten 
aus der Gleichung ^ der Oberfläche /*=o in die 3 Gleichungen 
(25), so enthalten diese in Rücksicht auf die Coordinaten des 
achten Schnittpunktes linearen Gleichungen nichts als die Coor- 
dinaten der 8 Schnittpunkte. 
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Schliesslich entwickeln wir die 4 Bedingungsgleichungen, 
welchen die Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche (8) 
2 = o zu genügen haben, wenn diese Oberfläche durch das der 
zweiten Oberfläche (i) (p = o und der Oberfläche (i7) i/; = o ge- 
meinsame System harmonischer Pole gehen soU. 

Wir bilden zu diesem Zwecke die analoge Gleichung (i i), in* 
dem wir in jener Gleichung für die Buchstaben a und k die Buch» 
Stäben c und fi setzen, und entwickein den linken Theil der so 
veränderten Gleichung nach Potenzen und Producten der Varia- 
bein u, V, w, r wie folgt: 

^^O + ^^IO' ^^f + ^^U' • • • • ^*i3 + f*^l3» ^ 
(26) . . . Aft,j,+ fiCjj,, Aft„+|[*C,, Ift„ +^^23, fV 

^*30+^^30' ^*3l + f*^31' ^^3 + f*<^33' ^ 

M , », r, o 

Alsdann hat man für beUebige Werthe von X und ^ die der 
Gleichung (l4) entsprechende Bedingungsgleichung: 



(27), 



^^mn'^'mn= <>• 



Da aber nach der Entwickelung (26) die Ausdrücke ^',„„ von 
der Form si»d: 



(28), 






so zerfällt die Gleichung (27) in die folgenden gesuchten Bedin- 
gungsgleichungen : 



(29) 






0, 









Unter diesen 4 Bedingungsgleichungen befinden sich zwei, 
welche wir bereits entwickelt haben. Denn setzt man A=i, 
X = #t = o, so wird nach (28) und (15) ^ „« = ^,'JJ und 0^^=^ C^'l 
und da unter diesen Umständen (26) und (12) die Entwickelungen 
desselben Ausdruckes darstellen, so hat man: 



(30) 






11* 
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Ebenso findet man, wenn man die Entwickelungen von (26) und 
(18) vergleicht in der Voraussetzung, dass ftr-j, x = l=o, dass: 

(3.) ^r: = ^r:. 

Hiernach fällt die erste Gleichung (29) mit der letzten Glei- 
chung (16) zusammen , und die letzte Gleichung (29) mit der letz- 
ten Gleichung (2i), gleich wie die erste Gleichung (i6) und die 
erste Gleichung (21) zusammenfielen. 

Die 12 linearen Bedingungsgleichungen, welche die Coeffi- 
cienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung (8) 
;|r = o zu erfüllen haben , wenn diese Oberfläche durch die drei 
betrachteten Systeme harmonischer Pole gehen soll, reduciren 
sich also auf 9 Bedingungen, welchen unter allen Umständen ge- 
nügt werden kann. Was wir als geometrischen Satz also aus- 
drücken : 

Durch die Spitzen der 12 Kegel zweiter Ordnung, 
welche sich durch die Schnittcurve je zweier von drei 
Oberflächen zweiter Ordnung legen lassen, geht eine 
unzweideutig bestimmte Oberfläche zweiter Ordnung 
hindurch. 

Wir legen auf diesen Satz besonders deshalb ein Gewicht, 
weil er lehrt aus den Coeflicienten in den Gleichungen von ir- 
gend drei Oberflächen zweiter Ordnung in symmetrischer Weise 
die Coeificienten in der Gleichung einer unzweideutig bestimmten 
Oberfläche zweiter Ordnung zu bilden, die eine leicht ausdrück- 
bare geometrische Beziehung hat zu den gegebenen 3 Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 

Es bedarf nicht der drei auseinandergesetzten Operationen, 
um die 9 linearen Beilingungsgleichungen zwischen den Coeßicien- 
ten in der Gleichung der Oberfläche (8) x^=o herzuleiten , wenn 
diese Oberfläche durch die genannten 12 Kegelspitzen gehen soll. 
Man kann diese drei Operationen in eine vereinigen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die drei Ausdrucke 
(l2), (i8), (26) sich durch folgenden darstellen lassen: 



m 






^«13+ ^^3-+ f*^l3' 
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wenn man annimmt, dass eine von den drei Variabein x, X, (i, 
gleichviel welche, gleich o ist. Unter dieser Annahme erhalten 
wir nun die gesuchten Bedingungsgleichungen, indem wir den 
angegebenen Ausdruck (32) nach Potenzen und Producten der Va- 
liabeln w, v, w, r entwickeln, für «', uv, t?', . . . respective setzen 
^00» ^ot» ^11» • • • » <^cn so geänderten Ausdruck (32), der eine homo- 
gene Function der Variabein x, I, ^ von der dritten Ordnung ist, 
nach Potenzen und Producten dieser Variabein entwickeln und 
die Coefficienten derselben in der" Entwickeiung einzeln gleich o 
setzen mit Ausnahme des zehnten Coefficienten , der mit dem Pro- 
duct zAjtt multipliclrt ist, welches unter Jeder der obigen Annah- 
men verschwindet. 

Verlangt man noch die Bildung des Ausdruckes (32) aus den 
gegebenen drei Oberflächen zweiter Ordnung /*= o, 9? = o, if; -- o, 
so braucht man sich nur daran zu erinnern, dass derselbe gleich 
gesetzt die Oberfläche zweiter Ordnung ist in Ebenencoordina- 
len, welche in Punktcoordinaten sich also darstellt: 

x/* + Ag) -[- ftif; = 0. 

An diese allgemeinen Betrachtungen schliessen sich die fol- 
genden speciellen Untersuchungen an. 

In der Bestimmung eines Systems von vier harmonischen 
Polen einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung^ herrscht, wie 
wir g<jsehen haben, eine grosse Willkur. Der erste Pol kann 
ganz willkürlich genommen werden , der zweite 1 beliebig auf der 
Polarebene des ersten, der dritte 2 beliebig auf der Schnittlinie der 
Polarebenen der beiden ersten, wodurch endlich der vierte Pol 3 
als der Schnittpunkt der Polarebenen der drei ersten Pole bestimmt 
ist. Wählt man den Mittelpunkt der gegebenen Oberfläche als 
den ersten Pol, so fallen zwar die drei übrigen 1, 2, 3 in das Un- 
endliche, jedoch bleiben die Richtungsiinien Ol, 02, 03, in welchen 
sie von dem Mittelpunkte aus gesehen werden. Die drei Sehnen 
der Oberfläche zweiter Ordnung, welche auf den genannten Rich- 
tungslinien von der Oberfläche begrenzt werden , nennt man con- 
jugirte Durchmesser der Oberfläche zweiter Ordnung. 

Auch die Bestimmung der Richtungen der conjugirten Durch- 
messer einer Oberfläche zweiter Ordnung enthält viel Wiflkürli- 
ches. Denn man kann einen Durchmesser beliebig durch den 
Mittelpunkt der Oberfläche gehen lassen. Der zweite durch den 
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Mittelpunkt gehende conjugirte Durchmesser wird belieUg gewählt 
werden können in der Polarebene des auf dem ersten Durchmesser 
unendlich entfernten Punktes. Der dritte, conjugirte Durchmes- 
ser ist dann die Sclinittlinie der Polarebenen der beiden auf den 
zwei ersten Durchmessern unendlich entfernten Punkte. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der conjugirten 
Durchmesser einer Oberfläche zweiter Ordnung, dass die Seh- 
nen der Oberfläche zweiter Ordnung, welche dem 
einen Durchmesser parallel sind, halbirt werden 
durch die Ebene, welche durch die beiden anderen 
conjugirten Durchmesser gelegt ist. Diese Eigenschaft 
der conjugirten Durchmesser ist eine unmittelbare Folge aus ih- 
rer Definition und der aus der zehnten Vorlesung bekannten Ei- 
genschaften des Poles und der Polarebene. Wir bezeichnen diese 
Eigenschaft als eine charakteristische, weil auch der umgekehrte 
Satz gilt; Wenn die Sehnen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche parallel laufen einem von drei Durch- 
messern der Oberfläche zweiter Ordnung, durch die 
Ebene halbirt werden, welche durch die beiden an- 
deren Durchmesser gelegt ist, so sind die drei Durch- 
messer conjugirte Durchmesser. Denn der Mittelpunkt 
der Oberfläche und die drei auf den Durchmessern in dem Un- 
endlichen hegenden Punkte bilden ein System harmonischer Pole 
der Oberfläche. 

Man nennt die conjugirten Durchmesser^iHauptaxen der 
Oberfläche zweiter Ordnung, wenn sie auf einander senkrecht 
stehen. Die Bestimmung derselben wird den Gegenstand einer 
späteren Vorlesung bilden. 

Wenn zwei Systeme harmonischer Pole 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 
einer Oberfläche zweiter Ordnung gegeben sind, so weiss man, 
dass jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 7 von die- 
sen Punkten hindurchgeht, auch durch den achten Punkt geht. 
Lässt man die Punkte und 4 zusammenfallen, so bestimmen 
die 5 geraden Linien Ol, 02, 03, 05, 06, als Kanten, einen^ Ke- 
gel zweiter Ordnung. Da dieser Kegel, eine Oberfläche zweiter 
Ordnung, durch 7 von den genannten Punkten hindurchgeht, so 
geht er auch durch den achten Punkt , und die gerade Li- 
nie 07 ist mithin auch eine Kante des Kegels. Man hat daher 
den Satz: 
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Wenn von zwei Systemen harmonischer Pole ein 
und derselben Oberfläche zweiter Ordnung ein Pol 
des einen Systemes mit einem Pole des anderen Sy- 
stemes zusammenfällt, so liegen die von dem gemein- 
samen Pole nach den 6 anderen Polen gezogenen ge- 
raden Linien auf einem Kegel zweiter Ordnung. 

Rücken die beiden Punkte und 4 in den Mittelpunkt der 
Oberfläche, so werden die 6 geraden Linien 01,02,03,06,06,07 
zwei Systeme conjugirter Durchmesser der Oberfläche, und man 
hat den Satz: 

Irgend zwei Systeme conjugirter Durchmesser 
einer Oberfläche zweiter Ordnung sind 6 Kanten ei- 
nes Kegels zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung durch ein Sy- 
stem conjugirter Durchmesser einer Oberfläche zwei- 
ter Ordnung geht, so geht er durch unendlich viele 
Systeme conjugirter Durchmesser der Oberfläche. 

Denn man kann jede Kante des Kegels als Durchmesser eines 
zweiten Systemes conjugirter Durchmesser betrachten. Die bei- 
den anderen Durchmesser des Systemes, welche, auf dem Kegel 
liegen, werden dadurch bestimmt sein. 

Die um den Coordinatenanfangspunkt mit dem Radius r be- 

schiiebene Kugel:*' 

y .T* + y* + «« — r' = 

ist, wie aus der Gleichung ersichtlich, eine Oberfläche zweiter 
Ordnung. Jede drei durch den Mittelpunkt gelegte und auf ein- 
ander senkrecht stehende gerade Linien sind nach dem Vorher- 
gehenden conjugirte Durchmesser der Kugel, und von zwei sol- 
chen Systemen conjugirter Durchmesser gilt der Satz: 

Zwei Systeme von drei aus demselben Punkte aus- 
gehenden geraden Linien, welche auf einander senk- 
recht stehen, sind 6 Kanten eines Kegels zweiter Ord- 
nung. 

. Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung auf seiner Ober- 
fläche drei auf einander senkrecht stehende Kanten 
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hat, so hat er unendlich viele Systeme von drei auf 
einander senkiiecht stehenden Kanten. 

Denn man kann jede beliebige Kante des Kegels als einem 
solchen Systeme zugehörig betrachten. 

Da eine gerade Linie eine Oberfläche zweiter Ordnung in 
zwei Punkten schneidet, und eine Ebene dieselbe Oberfläche in 
einem Kegelschnitt schneidet, so muss auch eine gerade Linie, 
welche in der Ebene des Kegelschnittes liegt, denselben in zwei 
Punkten schneiden. Zwei Punkte in der Ebene des Kegelschnit- * 
tes, deren Verbindungslinie den Kegelschnitt in harmonischen 
Punkten schneidet, sind harmonische Pole des Kegelschnittes. 
Drei Punkte, von welchen je zwei harmonische Pole des Kegel- 
schnittes sind, bilden ein System harmonischer Pole des 
• Kegelschnittes. 

Dieses vorausgesetzt, kehren wir zu der beschriebenen Raum- 
figur zurück. Wir hatten eine Oberfläche zweiter Ordnung und 
irgend zwei Systeme harmonischer Pole 0, l, 2, 3 und 4, 5, 6, 7, von 
welchen die Pole und 4 in einen Punkt 04 zusammenfielen, 
mithin auch die Ebenen 12 3 und 5 6 7 in eine Ebene E. Diese 
Ebene E schneidet die Oberfläche in eniem Kegelschnitt, in Rück- 
sicht auf welchen die Punkte 1, 2, 3 ein System harmonischer Pole, 
die Punkte 5, 6, 7 ein zweites System harmonischer Pole bilden. 
Wir hatten ferner einen Kegel zweiter Ordnung, der durch die 
genannten beiden Systeme ging, und dessen Spitze in dem ge- 
meinsamen Punkte 04 lag. Dieser Kegel wird^von der Ebene E 
wieder in einem Kegelschnitt geschnitten, der durch die beiden 
Systeme harmonischer Pole des Kegelschnittes geht. 

Sieht man ab von der Raumfigur und drückt die beschrie- 
bene Figur in der Ebene E durch Worte aus, so hat man den 
Satz: 

Durch irgend zwei Systeme harmonischer Pole 
eines Kegelschnittes lässt sich wieder ein Kegel- 
schnitt legen. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegelschnitt durch ein System harmo- 
nischer Pole eines gegebenen Kegelschnittes geht, so 
geht er durch unendlich viele Systeme harmonischer 
Pole des gegebenen Kegelschnittes. 
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Man kann den vorletzten Satz aucli umkehren, wodurch er 
die Gestalt erhält: 

Irgend 6 Punkte eines Kegelschnittes in zwei 
Gruppen von drei Punkten zertheilt bilden zwei Sy- 
steme harmonischer Pole eines bestimmten Kegel- 
schnittes. 

Auf die weitere Begründung dieses Satzes gehen wir jedoch 
nicht ein. 

Werfen wir schliesslich einen Rückbliclf auf das am Anfange 
der Vorlesung behandelte Problem „die Spitzen der vier Kegel 
zu bestimmen, welche durch die Schnittcurve zweier gegebenen 
Oberflächen zweiter Ordnung /* = o und q> = o hindurchgehen**, 
so sehen wir, dass dasselbe sich rein algebraisch auffassen lässt. 
Das algebraische Problem lautet also: 

Die linearen Substitutionen: 

y= y^ + y,r + y,Z + y,P. 
z= z^X + z,Y + z^Z + z^P, 
P=Pf^^ + P^Y'^p^Z+ p,P 

SO zu bestimmen, dass zwei gegebene homogene Func- 
tionen /*uhd q) derVariabeln a:, y, z, pvon der zweiten 
Ordnung durch. die Substitutionen transformirt wer- 
den in die Form: 

Denn macht man die angegebenen Substitutionen in den gegebe- 
nen Functionen f und g), und lässt die Coefficienten der Pro- 
ducte der neuen Variabein verschwinden, so erhält man gerade 
die 12 Gleichungen (6), welche die Coordinaten der vier Kegel- 
spitzen bestimmen. Daraus ergiebt sich die geometrische Bedeu- 
tung der Coefficienten in den angegebenen Substitutionen des vor- 
gelegten algebraischen Problemes. Sie stellen nämlich die homo- 
genen Coordinaten der Spitzen der vier Kegel dar, welche sich 
durch die Schnittcurve der beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
/"ssro und 9) = o hindurchlegen lassen. 
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Wir begnügen uns an dieser Stelle den Zusararaenhang des 
algebraischen Problems mit dem entsprechenden geom<;trischen 
Probleme dargelegt zu haben als Einleitung in die achtzehnte 
Vorlesung, in welcher das erweiterte algebraische Problem aus- 
führlicher wird behandelt werden. 



Siebenzehnte Vorlesung. 

Grenzflächen zweiter Ordnung, welche acht be- 
hebig gegebene Ebenen berühren. 



Acht Tangentenebeneu bestimmen eine Oberfläche zweiter 
Ordnung nicht vollständig. Es seien daher: 

= B,,u'+^B,,uv + B,,v'+ .., =0 

die homogenen Gleichungen zweier gegebenen Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche 8 gegebene Ebenen berühren. Unter die- 
ser Voraussetzung stellt die Gleichung: 

(2) F + kO = 

mit dem willkürlichen Factor X alle Oberflächen zweiter Ordnung 
dar, welche die 8 gegebenen Ebenen berühren, oder,, um einen 
anderen Ausdruck zu brauchen, welche die den gegebenen bei- 
den Oberflächen gemeinsamen Tangenteuebenen berühren. 

Unter den Oberflächen (2) wird wenigstens eine Grenzfläche 
zu finden sein , weil der unbestimmte Factor X sich immer so be- 
stimmen lässt, dass der in (4) der fünfzehnten Vorlesung entwi- 
ckelten einzigen Bedingung für die Grenzfläche Genüge geschieht. 
Das heisst, es giebt wenigstens einen Kegelschnitt, welcher von 
8 beliebig gegebenen Ebenen berührt wird. 

Um die Anzahl der verschiedenen Grenzflächen (2) zu be- 
stimmen, nehmen wir an, dass der Factor l in jener Gleichung 
der Grenzfläche entspreche, und dass ti, v, w, r die Coordinaten 
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der £bene der Grenzfläche seien. In dieser Voraussetzung hat 
man auf Grund (3) der fünfzehnten Vorlesung: 

F'iu) + l 0'{u) = 0, 

r{v) + kO'{v) :-- O, 

* ' * ' F\w) + XO'{w)== o, 

F-(r) + X0\r) = 0. 

voraus sich durch Elimination der Coordinaten ergiebt: 



(3) 



w...v = 



A,,+ XB,,, A,, + XB,,, ....A,,+ kB,, 

^80 + ^^30» ^31 + ^^31» • • • • ^33+ ^^33 

Diese Gleichung ist eine biquadratische in X, Daher hat man 
den Satz: 

Es giebt vier Grenzflächen zweiter Ordnung» 
welche alle zweien gegebenen Oberflächen zweiter 
Ordnung gemeinsamen Tangentenebenen berühren; 

oder mit anderen Worten: 

Es giebt vier Kegelschnitte, welche von 8 belie- 
big gegebenen Ebenen berührt werden. 

Bezeichnet man mit A^, A, , Aj, A3 die vier Wurzeln der bi- 
quadratischen Gleichung (4), mit 0,1,2,3 die Ebenen der vier 
Grenzflächen, und durch Beifügung der Indices 0, F,*i, 3 an die 
Variabein respective die Coordinaten der Ebenen der vier Grenz- 
flächen, so ergeben sich auf dem in der vorhergehenden Vorle- 
sung eingeschlagenen Wege die Gleichungen: 

"" "" u^F'iu^j + v„,F W + w„,F\rv:j + r^F\r,) == 0, 

in welchen m und n irgend zwei verschiedene von den Zahlen 

0, 1,2,3 bedeuten, und daraus endlich: 

u,^{F'{uJ + kO'itO}+v4F M + X0\v,)} + w^{rifv:) + X0\wj} 

+ r^{rirn) + X0\r^)} = 0, 
welche Gleichung folgende geometrische Deutung zulässt: 
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Es giebt vier Grenzflächen zweiter Ordnung, 
welclie 8 gegebene Ebenen berühren. Die Ebenen 
dieser vier Grenzflächen bilden ein System harmo- 
nischer Polarebenen jeder Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche die 8 gegebenen Ebenen berührt. 

Da die vier Punkte, in welchen sich je drei Ebenen aus ei- 
nem Systeme harmonischer Polarebenen schneiden, ein System 
harmonischer Pole bilden, so schneiden sich je drei Ebenen dei- 
vier Grenzflächen in vier Punkten, die ein System harmonischer 
Pole für alle jene Oberflächen zweiter Ordnung bilden. Diese 
Bemerkung , zusammengehalten mit den Resultaten der vorher- 
gehenden Vorlesung, giebt den Satz: 

Das zweien gegebenen Oberflächen zweiter Ord- 
nung gemeinsame System harmonischer Pole ist 
nicht allein ein System harmonischer Pole für jede 
Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch die 
Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen hin- 
durchgeht, sondern auch für jede Oberfläche zwei- 
ter Ordnung, welche alle gemeinsamen Tangenten- 
ebenen der gegebenen beiden Oberflächen berührt. 
Die vier Ebenen, welche je drei harmonische Pole 
des Systemes verbinden, sind die Ebenen der vier 
Grenzflächen zweiter Ordnung, welche die gemein- 
samen Tangenten ebenen der gegebenen beiden Ober- 
flächen berühren. 

Eliminirt man aus je zwei Gleichungen (3) den Factor l, so 
erhält man die Gleichungen von sechs Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche das den gegebenen beiden Oberflächen gemeinsame 
System harmonischer Polarebenen berühren. Componirt man aus 
diesen Gleichungen die Gleichung: 

(6) .... ^ = ^0, {F\u)0Xv) - F\v)0\u)} 
+ 

mit den sechs willkürlichen Constanten q^^, so stellt diese Glei- 
chung in Ebenencoordinaten eine jede Oberfläche zweiter Ord- 
nung dar, welche das genannte System harmonischer Polar- 
ebenen berührt. 
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Z^^iM'hen den Coefßcienten in der Entwickelung dieser Glei- 
chung : 

(7) X=E^^u^ + ^2E^^uv + E,,v^ + = o 

finden vier lineare Bedingungsgleichiingen statt, von welchen wir 
eine besonders hervorheben» aus der die übrigen ohn« Schwie- 
rigkeit hervorgehen. 

Um die Gleichung der Oberfläche F =^ o in Punktcoordioaten 
zu übertragen, hat man nach den Vorschriften der zehnten Vor- 
lesung bekanntlich die linearen Gleichungen aufzulösen: 

^F\u) ^ X, \F\v) = y, {F\w) .... r, ^^F'{r) = p, 

welche in dem vorliegenden Falle, wo die Function F durch (l) 
gegeben ist, sich also gestalten: 

Die Auflösungen dieser Gleichungen von der Form: 

t/-(x) = «.- 4/'(y) = e>, ^f'{z)=n>, ir(p) = r 
befreit von dem gemeinsamen Nenner a seien: 

«30^: + «siy + aa^ + Ö3sP = ö^*, 

indem f=o oder af=o die Gleichung der Oberfläche ist in 
Punktcoordinaten. Alsdann hat man zwischen den 10 Coefficien- 
ten j4^j^ und den 10 Coefficienten a^^, die Relationen : 

a S^ -^xo^XO + ^yL\^%\ + ^X2^X2 +^X3^X3 5 
« = ^XO«ZO + ^Xl«Al + ^X2«A2 + ^X3«a, 

welche wir in Worten also ausdrücken: 

„Wenn man in der Entwickelung der 16 Ausdrücke: 



174 Siebenzehnte Vorlesung. 

1wF'(m), lvF'{u), ^rvF'iu), ^rF'{u), 

},ur(v), ivF\v), iwF\v), irF\v), 

iuF{w), ^vF\w), ^wF'lw), lrF\w), 

iuF\r), ivF\r), iwF'{r), irF\r), 

„für die Producte: 

MM, UV , vv , , . , . 
„resp^ctive setzt: 

„SO gehen dieselben über iA: 

a, 0, 0, 0, 

O, ö, 0, 0, 

ö, 0, a, o, 
0, 0, 0, a." 

Daraus folgt, dass das erste mit ^oi multiplicirte Glied: 

# ■■ F\u)0\v) - F\v)0\u) 

in der Gleichung (6) durch die gleiche Veränderung verschwindet. 
Aber es verschwindet durch diese Veränderung ebenso jedes Glied 
der Gleichung (6) und es wird auch die Gleichung (7) nach der 
genannten Veränderung erfüllt. 
Es ist daher: 

(8) ^JS^n^lmn = » 

eine von den Bedingungsgleichungen, die erfüllt werden müssen, 
wenn die Oberfläche (7) X=o das den beiden Oberflächen (i) 
F=o und = geraeinsame System harmonischer Polarebenen 
berühren soll 

Da diese Gleichung (8) unabhängig ist von der Natur der 
Oberfläche = o, weil die Coefficienten aus der Gleichung der 
Oberfläche nicht in sie eingehen, so hat man zu ihrer Bildung 
folgende Regel: 

Wenn : 

F,,u' + 2E,,uv + F^,v*+ =0 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten ist, und: 
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die Gleichung einer zweiten Oberfläche in Punkt- 
coordinaten, so erhält man die Bedingungsgleichung, 
dass die erste Oberfläche irgend ein System harmo- 
nischer Polarebenen der zweiten Oberfläche berührt, 
entweder indem man in der Ebenencoordinatengiei- 
chung für die Producte der Variabein: 

UU y UV , w , . • . 

respective die Coefficienten .aus der Punktcoordina- 
tengleichung setzt: 



oder wenn man in der Puuktcoordinatengleichung für 
die Producte der Variabein: 

OCX, xy , yy , . . . 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoordi- 
natengleichung setzt: 

^00» ^01» Ä\,, . . . 

Aus dem Vergleich dieser Regel mit der entsprexhenden der 
vorhergehenden Vorlesung, oder der geometrischen Bedeutung 
der Gleichung (8) mit (9) der vorhergehenden Vorlesung geht fol- 
gender Satz hervor: 

Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung durch ir- 
gend ein System harmonischer Pole einer zweiten 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgeht, so be- 
rührt die erste Oberfläche ein System harmonischer 
Polarebenen der zweiten Oberfläche. 

Vm aus der angegebenen Regel die vier linearen Bedingungs- 
gleichungen abzuleiten, welche die Coefficienten in der Gleichung 
(7) X=o zu erfüllen haben, wenn die durch sie dargestellte 
Oberfläche das den beiden Oberflächen F=o und <l> = o ge- 
meinsame System harmonischer Polarebenen berühren soll, be- 
merken wir, dass, welches auch die Werthe von x und A seien, 
die Gleichung: 

xF + k0 =: 

eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welcher jenes System 
harmonischer Polarebenen ebenfalls zugehört. 
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Drücken wir daher diese Oberfläche durch ihre Gleichung 
in Punktcoordinaten au8 wie folgt: 



0>) 



«^10 + ^^10 ^'^iz + ^^xz> y 

X^3^ + ^^30 *^33 + ^^33» P 

X, . . . . p, 



= 0, 



und setzen in der Entwicklung nach Potenzen und Producten der 
variabein Coordinaten für: 



XX, xy , yy , 



respective : 



E^, 



K^ 



E. 



so erhalten wir eine Gleichung, welche für beliebige Werthe der 
Variabein x und l Statt findet. Da diese Gleichung aber homo- 
gen und vom dritten Grade ist, so zerfällt sie in die gesuciiten 
vier Bedingungsgieichungen, indem die Coefficienten der vier Po- 
tenzen und Producte der Variabein einzeln verschwinden. 

Die vier Bedingungen, dass die Oberfläche (7) X=o das 
den beiden Oberflächen zweiter Ordnung F=o und W=o: 



(10) 



^ = 



^00^^' 



-f- 26;, wr + C^,v^ + 



gemeinsame System harmonischer Polarebenen berühre, erhal- 
ten wir demnach auf gleiche Weise aus der dadurch veränderten 
Gleichung (9), dass man für den Buchstaben B den Buchstaben 
C setzt. Da jedoch durch diese Veränderung der Coefficient von 
x' in jener Gleichung ungeändert bleibt, so sieht man, dass von 
den vier neuen Bedingungsgleichungen eine mit einer der vier 
vorhin erwähnten zusammenfällt, dass also die S Bedingungen, 
welche die Oberfläche (7) X=o zu erfüllen hat, wenn dieselbe 
sowohl das den Oberflächen F=:o und (Z> =^ o, als auch das den 
Oberflächen F = o und W= o gemeinsame System harmonischer 
Polarebenen berühren soll, sich auf nur 7 Bedingungen re- 
duciren. 

Das Paradoxon, dass in dem vorliegenden Falle 7 Bedingun- 
gen hinreichen, damit eine Oberfläche zweiter Ordtiung 8 be- 
stimmte Ebenen berühre, findet seine Erklärung in dem Satze 
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der elften Vorlesung „dass alle Obei'flächen zweiter Oi^nung, 
welche 7 Ebenen berühren , auch noch eine durch diese 7 Ebe- 
nen bestimmte achte Ebene berühren." Aus dieser Erklärung 
schöpfen wir zugleich den Satz, der sich auch nach dem in der 
zwölften Vorlesung entwickelten Princip der Reciprocität aus dem 
entsprechenden Satze der vorhergehenden Vorlesung leicht ablei- 
ten lässt: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 Ebe- 
nen aus zwei Systemen harmonischer Polarebenen ein 
und derselben Oberfläche zweiter Ordnung berüh- 
ren, berühren auch die achte Ebene. 

Der umgekehrte Satz findet gleichfalls Statt: 

Acht Ebenen, welche drei Oberflächen zweiter 
Ordnung berühren, die von keinen Ebenen ausser 
diesen gemeinsam berührt werden, in zwei Gruppen 
von vier Ebenen zertheilt, bilden zwei Systeme har- 
monischer Polarebenen einer unzweideutig bestimm- 
ten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Denn stellt man die 12 Bedingungen auf, dass 8 Ebenen, in 
zwei Gruppen von 4 Ebenen, 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 zertheilt, zwei 
Systeme harmonischer Polarebenen ein und derselben Oberfläche 
zweiter Ordnung bilden, und betrachtet die Coordinaten der 7 
Ebenen 1, 2 ... 7 als gegeben, dagegen die Coefficienten in der 
Gleichung der Oberfläche und die Coordinaten der Ebene als 
gesucht*, so hat man 9 lineare und homogene Gleichungen zwi- 
schen den Coefficienten, wodurch sich die Verhältnisse derselbe^ 
unzweideutig bestimmen, und, nachdem diese bestimmt sind, noch 3 
lineare homogene Gleichungen zwischen den Coordinaten der Ebene 
0. Diese letzteren bestimmen auf lineare Weise die Coordinaten der 
achten Ebene 0, welche mit den drei anderen Ebenen h 2, 5 das 
zweite System harmonischer Polarebenen der Oberfläche bildet, 
oder mit anderen Worten, sie bestimmen die Coordinaten der 
achten Ebene 0, welche alle Oberflächen zweiter Ordnung be- 
rührt, welche die 7 gegebenen Ebenen berühren. 

Aus dem vorletzten Satze folgt ferner der Satz, dessen re- 
ciproker in der vorliergehendeu Vorlesung bereits entwickelt 
worden ist: 

Hesse, Anal^U GeoiMclr. 12 
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Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung ein Sy- 
stem harmonischer Polarebenen einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung berührt, so berührt sie 
zugleich unendlich viele Systeme harmonischer Po- 
larebenen der gegebenen Oberfläche. 

Wenn drei Oberflächen zweiter Ordnung (F) und (lO): F=o, 
= 0, W = o gegeben sind, so sind mit ihnen zugleich auch 
drei Systeme harmonischer Polarebenen gegeben, von welchen 
jedes einem Oberflächenpaar zugehört. Von den 12 linearen Be- 
dingungsgleichungen, welche die Coefßcienten in der Gleichung 
der Oberfläche (7) X=o zu erfüllen haben, wenn diese Ober- 
fläche jene drei Systeme harmonischer Polarebenen gleichzeitig 
berühren soll, fallen nach dem Vorgehenden drei fort, weil sie 
doppelt vorkommen. Es reduciren sich demnach die 12 Bedin- 
gungsgleichungen auf 9, welchen die Coeflicienten in der Glei- 
chung (7) X^=^o immer eindeutig genügen können. Man hat da- 
her den Satz: 

Drei Systeme harmonischer Polarebenen, von 
welchen jedes zweien von drei gegebenen Oberflä- 
chen zweiter Ordnung gemeinsam ist, werden von 
einer unzweideutig bestimmten Oberfläche zweiter 
Ordnung berührt. 

Die 9 verschiedenen Bedingungen zwischen den Coefßcienten 
in der Gleichung der Oberfläche (7) X=o, dass diese Oberfläche 
die drei Systeme harmonischer Polarebenen je zweier der drei 
gegebenen Oberflächen F=o, = o, W=o berühre, ergeben 
sich auf einfache Art aus folgender Betrachtung. 

Es stellt unter der Voraussetzung, dass eine von den drei 
variabeln Grössen x, A, /it gleich o sei, die Gleichong: 

xF+ 10 + (iW=o 

eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welcher irgend eines von 
den drei Systemen harmonischer Polarebenen zugehört. 

Um die Bedingung auszudn'icken , dass die Oberftäehe (7) 
X^=iO durch ein System harmonischer Polarebenen jenei' Ober- 
fläche hindurchgehe, übertragen wir jene Gleichung in Palikleoar- 
dinaten wiv folgt: 
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(n).. 



X^3„+ ^^50+1^^80» • • • *^88+ AB,3 + |ltC33, p 

ir, . . . p, 



= o. 



entwiekeln diese Gleichung nach Potenzen und Produeten der va- 
riabeln Goordinaten, und setzen nach der zuletzt angegebenen 
Regel für: 

XX, xy , yy,.... 



respective : 



^«, 



E. 



El i 



Die auf diese Weise geänderte Gleichung (ii) ist homogen und 
von iler dritten Ordnung in Rucksicht auf die variabeln Grössen 
X, A, (i. Da dieselbe nun für beliebige Werthe jener variabeln 
Grössen unter der Voraussetzung, dass eine, gleichviel welche, 
gleich ist, erfüllt werden inuss, wenn die Oberfläche X=o 
jene drei Systeme harmonischer Polarebenen berührt, so müssen 
von den 10 Coefficienten in der Entwickelung der Gleichung nach 
Potenzen und Produeten der variabeln Grössen alle verschwinden 
mit Ausnahme des zehnten Coefficienten, der mit dem Preduct 
K X fi multiplicirt ist, welcher nicht zu verschwinden brauchl, 
weil eben das Product selbst verschwindet. 

Man erhält also die gesuchten 9 Bedingungen, wenn man 
jene 9 Coefficienten in der Entwickelung der auf die angegebene 
Weise geänderten Gleichung (il) einzeln gleich o setzt. 

Um aus defki allgemeinen vorgetragenen Sätzen speeielle Fol- 
gerungen für die Ebene zu machen, schicken wir einige Defini- 
tionen und Sätze aus der Geometrie der Ebene voraus. 

Wenn der geometrische Ort des einem gegebenen Punkte 
zugeordneten harmonischen Poles einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung die Polarebene dieses Punktes ist, und man legt irgend 
eine Ebene durch den gegebenen Punkt, welche die Oberfläche, 
wie bekannt, in einem Kegelschnitt schneidet, so muss der geo- 
metrische Ort des dem gegebenen Punkte zugeordneten Poles in 
Bezug auf den Kegelschnitt eine gerade Linie sein, in welcher sich 
die Polarebene unil die Ebene sehneiden. Diese gerade Linie 

12* 
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nennt man die Polare des Punktes in Rucksicht auf den Kegel- 
schnitt und den gegebenen Punkt den Pol der geraden Linie. 

Zwei gerade Linien in der Ebene eines Kegelschnitts, von 
welchen jede durch den Pol der anderen geht, sind harmo- 
nische Polaren des Kegelschnittes. 

Drei gerade Linien in der Ebene des Kegelschnittes, von 
welchen Je zwei harmonische Polaren des Kegelschnittes sind, bil- 
den ein System harmonischer Polaren des Kegelschnitts. 
Sie schneiden sich also je zu zweien in drei Punkten, die ein 
System harmonischer Pole des Kegelschnittes bilden. Man sieht 
hieraus ferner, dass die drei geraden Linien, welche ein System 
harmonischer Pole eines Kegelschnittes verbinden, ein System 
harmonischer Polaren des Kegelschnittes bilden. 

Wir erinnern endlich an den Satz aus der vierzehnten Vor- 
lesung, „dass 5 Tangentenebenen eines Kegels zweiter Ordnung 
den Kegel unzweideutig bestimmen, und dass jede 5 Ebenen, 
welche durch ein und denselben Punkt gehen, sich als Tangen- 
tenebenen eines ganz bestimmten Kegels zweiter Ordnung betrach- 
ten lassen." Woraus der Satz für die Ebene folgt, „dass 5 
Tangenten eines Kegelschnittes den Kegelschnitt un- 
zweideutig bestimmen, und dass jede 5 gerade Li- 
nien in ein und derselben Ebene sich als die Tangen- 
ten eines ganz bestimmten Kegelschnittes betrachten 
lassen." 

Mit diesen Daten ausgerüstet gehen wir an die Spccialisi- 
nmg der in dem Vorgehenden beschriebenen Figur. 

Es lag eine beliebige Oberfläche zweiter Ordnung vor und 
zwei Systeme harmonischer Polarebenen 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 
dieser Oberfläche. Von den letzteren wissen wir, dass jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche 7 derselben berührt, auch die achte 
Ebene berührt. Wir lassen die Ebenen und 4 in ein und die- 
selbe Ebene E zusammenfallen, wodurch die 6 geraden Linien 
01,02, 03; 05, 06, 07 in jener Ebene zu liegen kommen. Die drei 
ersten bilden ein System harmonischer Polaren des Kegelschnit- 
tes, in welchem die Ebene E die gegebene Oberfläche schneidet. 
Die drei anderen bilden ebenfalls ein System harmonischer Pola- 
ren desselben Kegelschnittes. Wir beschreiben in der Ebene E 
einen zweiten Kegelschnitt K, welcher die 5 geraden Linien 
Ol, 02, 03, 05, 06 berührt. Fassen wir diesen Kegelschnitt als Grenz- 
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fläche zweiter Ordnung auf, so ist derselbe eine Oberfläclie zwei- 
ter Ordnung, welche von den beiden Systemen liarnionischer Po- 
larebenen 7 £benen berührt. Sie berührt also auch die achte 
Ebene, das heisst, die gerade Linie 07 ist Tangente des beschrie- 
benen Kegelschnitts K. 

Löset man die in der Ebene E beschriebene Figur ab von 
der Raumfigur, so beweiset sie den Satz: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Polaren eines 
Kegelschnitts berühren einen Kegelschnitt. 

Woraus folgt: 

Wenn ein Kegelschnitt ein System harmonischer 
Polaren eines gegebenen Kegelschnitts berührt, so 
berührt derselbe Kegelschnitt unendlich viele Sy- 
steme harmonischer Polaren des gegebenen Kegel- 
schnittes, 

indem jede Tangente des ersten Kegelschnittes sich als eine har- 
monische Polare aus einem zweiten System harmonischer Polaren 
des gegebenen Kegelschnittes betrachten lässt, welches den ersten 
Kegelschnitt berührt. 

Den umgekehrten Satz fuhren wir nur historisch an: 
Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnittes in zwei 
Gruppen von 3 Tangenten vertheilt, bilden zwei Sy- 
steme harmonischer Polaren eines Kegelschnittes. 

Stellt mau diese Sätze zusammen mit den reciproken der vorher- 
gehenden Vorlesung, so ergiebt sich daraus folgender: 

Zwei Dreiecke, welche einem Kegelschnitt ein- 
beschrieben «ind, sind einem Kegelschnitt umbe- 
schrieben; und zwei Dreiecke, welche einem Kegel- 
schnitt u m b e s c h r i e b e n sind, sind e i n e m K e g e 1 s c h n i 1 1 
einbeschrieben. 

Kehren wir zurück zu der zuletzt beschriebenen Raumfigur 
und beschreiben in ihr einen Kegel zweiter Ordnung, welcher 
durch die 5 Tangenteneben 1,2,3,5,6, die sich mit der Ebene 
7 in dem Pol e der Ebene E schneiden, unzweideutig bestimmt 
ist , so schneidet dieser Kegel die Ebene E in einem Kegelschnitt 
K\ der dieselben 5 Tangenten 01,02,03,05,06 hat, als der Kegel- 
schnitt K, Es fallen daher diese beiden Kegelschnitte in einen zu- 
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saaimen. Da aber die gerade Linie 07 eine Tangente des Kegel- 
schnittes AT ist, so ist die Eliene 7 eine^ Tangentenebene des be- 
schriebenen Kegels. Daraus entspringt der Satz: 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Polarebe- 
uen einer Oberfläche zweiter Ordnung eine Ebene 
des einen Systemes mit einer £bene des anderen Sy- 
stemes zusammenfällt, so berubren die 6 anderen Ebe- 
nen, welche durch den Pol der zusammenfallenden 
Ebenen gehen, einen Kegel zweiter Ordnung. 

Rückt der Pol e in den Mittelpunkt der Oberfläche, so bil- 
den die geraden Linien 12, 23, 31 ein System coajugirter Durch- 
messer der Oberfläche gleich wie die geraden Linien 56, 67, 75 ein 
zweites System conjugirter Durchmesser bilden. In diesem Falle 
lautet der angegebene Satz also: 

Die drei Ebenen, welche durch je zwei conjugirte 
Durchmesser eines Systemes einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung gehen und die drei Ebenen, 
welche durch je zwei conjugirte Durchmesser eines 
anderen Systemes derselben Oberfläche gehen, be- 
rühren einen Kegel zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung drei Ebenen be- 
rührt, welche sich paarweise in drei conjugirten 
Durchmessern einer Oberfläche zweiter Ordnung 
schneiden, so berührt der Kegel unendlich viele Sy- 
steme von drei Ebenen, die sich paarweise in den con- 
jugirten Durchmessern der Oberfläche schneiden. 

Ist die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung eine Kugel, so 
hat man den Satz: 

Drei Ebenen, welche auf einander senkrecht ste- 
hen, und drei andere auf einander senkrecht ste- 
hende Ebenen, die sich in demselben Punkte als die 
drei ersten schneiden, berühren einen Kegel zwei- 
ter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung ein System von 
drei auf einander senkrecht stehenden Ebenen be- 
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röhrt, so berührt er unendlich viele Systeme von 
drei Ebenen, die auf einander senkrecht stehen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit der Bemerkung, dass 
das Problem der vier Grenzflächen zweiter Ordnung, welche von 
allen Ebenen berührt werden, die gleichzeitig zwei gegebene Ober- 
flächen zweiter Ordnung F=^o und <l> = o berühren, von wel- 
chem Problem unsere Untersuchungen ausgingen, sich als ein 
rein algebraisches aufTassen lässt, nämlich: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen: 

ti = «ot? + M, F + M, fr + M3Ä, 

W=:W^U + WiV + W^W + W3R, 

r = r,ü+nV + r,fV+ r,R, 

welche zwei gegebene homogene Functionen F und <P 
der Variabein u,v,w,r der zweiten Ordnung transfor- 
miren in die Form: 

r/t 172 lf'2 W2 

f*0 f*l /*2 f*3 

Vo Vi v, Va 

Denn druckt man die Bedingungen des Problems aus, so erhält 
man die Gleichungen (5), welche die Ebenen der vier Grenzflä- 
chen bestimmen. 

Dieses Problem in weiterer Ausdehnung wird, wie bereits 
angedeutet worden, den Gegenstand der folgenden Vorlesung 
bilden. 
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Achtzehnte Vorlesung. 

Transformation homogener Functionen 

zweiter Ordnung durch hneare homogene 

Substitutionen. 



Geometrische Probleme haben in den beiden letzten Vor- 
lesungen auf ein und dasselbe algebraische Problem geführt der 
Transformation homogener Functionen der zweiten Ordnung 
durch lineare Substitutionen. Wir werden gegenwärtig das al- 
gebraische Problem wieder aufnehmen, indem wir die Zahl der 
Variabein unbeschränkt lassen. 

In dieser Absicht werden wir damit beginnen, Relationen zu 
entwickeln, welche zwischen den Coefficienten linearer Substitu- 
tionen überhaupt auftreten. Wir werden zweitens auf Eigen- 
schaften linearer Substitutionen aufmerksam machen , welche 
eine gegebene homogene Function der zweiten Ordnung trans- 
formiren in einen Ausdruck, der nur die Quadrate der neuen 
Variabehi enthält Wir werden drittens die linearen Substitutio- 
nen bestimmen, welche zwei gegebene homogene Functionen 
der zweiten Ordnung auf die Quadrate der neuen Variabein 
zurückführen. 

Es stelle: 



(I) ^H = «0* «1^0 + «/ ^i + 



ein System von n + i linearen Gleichungen vor, indem k die 
Werthe habe 0, 1, ... w. Durch Auflösung dieses Systeraes Glei- 
chungen nach den n + i Variabein x erhält man, wie man in 
(l7) und (21) der siebenten Vorlesung gesehen, Gleichungen von 
derselben Form rücksichtlich der Variabein JlI 

(2) x^=^ e^ x^ + e^' X,^ e- X^. 

Mit diesen linearen Substitutionen bringen wir in Verbindung 
ein zweites System linearer Substitutionen von der Form; 

(3) F^ == e^yss + e/ yi + e^ y„. 
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aus welchen nach (22) und (18) der siebenten Vorlesung folgende 
Auflösungen hervorgehen: 



w 



y« = < 3^0 + < Y> + 






Zwischen den Coeflicienten a und e in diesen Substitutionen 
müssen, weil die einen die anderen bedingen , mannichfahige Re- 
lationen Statt finden. Von diesen Relationen werden wir die ge- 
bräuchlichsten entwickeln. 

Setzt man die Ausdrücke (l) und (3) in (2) und (4) und ver- 
gleicht die Coefßcienten gleicher Variabein, so erhält man: 



(5) 



= e^' a; + e^^ a^ + 
= ^0* «0^ + «,* «/ + 



V «X ' 



eJ^ aj-. 



l = ^0* «0* + ^1* «i'' + ^n 



Multipiicirt man die beiden Determinanten: 



(6) . . ^ .- 



«0°, a,°, 



.a« 



«»', a/, . . . aj 



.«« 



js;: 



e?o , c^i , . . . (;„ 



. C 



mit einander und stellt das Product nach (31) der siebenten Vor- 
lesung als eine Determinante dar, so erhält man mit Rücksicht 
auf (o): 

1, 0. 0, ... 



AE = 



0, 1,0, 



0, 0, 0, 



. 



. I 



eine Determinante, welche mit Rücksicht auf (l4) der siebenten 
Vorlesung sich auf die Einheit reducirt, so dass man hat: 

(7) AE = \. 

Man hat ferner die Gleichung: 

(8) . . . . x,r, + x,r, + ...^nr„ = ^oyü + ^y, + ...^nyn. 
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welche durch die Substitutionen (l) und (d) oder (2) und (4) eine 
identische wird. Denn macht man die genannten Siihstitutionea 
und vergleicht beide Seiten der Gleichung mit einander, so er- 
hält man die Gleichungen (5). 

Diese Gleichung (8) bleibt auch eine durch die Substitutionen 
identische, wenn man sowohl ihre linke als ihre rechte Seite zur 
{n + l)ten Potenz erhebt. Hierdurch erhält man mit Anwendung 
des polynomischen Lehrsatzes: 

2 ?^ i^o r.)"-(Jr. F.)"'. . . (x.r/- 



= 2f^ (^.y.r (^.y.)"'. . • (^.y.)""' 



«0« 

wenn man der Kürze wegen setzt: 

77(n+j)= 1.2....{ii+ I) 
(9) 

^«0«,...«. = ^K) n(cr,) . . . . n(«;j 

und annimmt, dass a^, <y, . . . cr^ alle gleichen und ungleichen Zah- 
len 0, I, 2 ... (m + l) bedeuten, deren Summe ist: 

(10) ....... a„ + a, H- «,= (« + 1). 

Mit Unterdrückung des Factors n{n + \) eines jeden Glie- 
des der genannten Gleichung und Aenderung der Factorenfolge 
lässt sich dieselbe bequemer so darstellen: 

^ -Xo'x, '...jr, .Fo "F, '... F," 



(II)... ""«•«■•••«- 

In der Entwickelung des Productes: 

yo yi • -y» 

nach den Variabein Y werden wir den Coefficienten des Produc- 
tes Fq Fj ; . . F„ bezeichnen mit: 

C 4 
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. Ebenso werden wir in der Entwickelutig des Productes: 

•Co «l*! .... X^ 

nach den Variabein X den Cofficienten des Prodiirtes X^ Xy . , , X^ 
bezeichnen mit: 

wodurch die Grössen ^a« «i • ♦ • «« ^Is Functionen der Substitu- 
lionscoenicienten a, und die Grössen Ea^ «i . . . a» als Functionen 
der Substitutionscoefticienten e vollständig definirt sind. 

Denkt man sich nun die Gleichung (ij) nach Potenzen der 
Variabein F entwickelt, so wird der Coefficient des Productes 
Fo F, . . . F„ in dem linken Theile der Gleichung, da C,,., , = 1 
ist, gerade das Product: 

Xq X^ . , .^ X^, 

Um den entsprechenden Coefficienten des rechten Theiles 
der Gleichung zu erhalten, wird man in dem rechten Theile der 

Gleichung für das Product yo"°yi"' • • • y«"" zti setzen haben 
^'«0 cf, . . . a» ^«0 a, . . . «n» wodurch man erhält: 

(Xq «1 . . . (Xn • ^0 ^I • • • ^i» • 

Da aber die genannten beiden CoelTicienten in der Gleichung (ii) 
einander gleich sein müssen, so hat man: 

(12) . . . j-.jr, . . . jr. = -r^„^ „, . . . „^ . ^,«»^/. . . . ^^., 

In gleicher Weise erhält man aus (ll) durch Entwickelung 
nach den Variabein X\ 

(13) . . . r. F, . . . F. = ^^„.„,. . . „..y.%«'. . . .y.«-. 

Man kann hiernach die vorausgeschickte Definition der Grös- 
sen Ä und E aufgeben, und sie als Entwickelungscoefficienten 
durch die Gleichungen (l2) und (l3) definiren, wobei es sich auf 
das Deutlichste herausstellt, dass die einen aus den anderen her- 
vorgehen durch Vertauschung der Buchstaben a und e, weshalb 
gerade die eingeführte Bezeichnung gewählt worden ist. Behält 
man aber die erste Definition der Grössen A und E Bei, ent- 
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wickelt die Glcicliuiig (12) nach Potenzen und Producten der Va- 
riabein X, und setzt in der Entwickeliuig die Coefficienten des 
Productes X^ X^ . , . X^ auf beiden Seiten der Gleichung einan- 
der gleich, so erhält man: 

(14) ... . ^ = ^^ tt^a^ , , , an' ^ocq a, . . . of» • ^a^ oci . . . «n ' 

welche Gleichung man auch erhalten haben wurde, wenn man 
(il) nach den Variabel n X und ¥ entwickelte und die Coefficien- 
ten des Productes Xq Xt » , . X^ , Y^f Fi . . , Y^ auf beiden Sei- 
ten der Gleichung einander gleich setzte. 

Dieses Resultal fassen wir zusammen wie folgt: 

Wenn die in (J) und (3) gebildeten Substitutionen 
das Product sämnitlicher Variabein X und das Pro- 
duct sämmtlicher Variabein Y transforniiren in (12) 
und (i3), so findet unter der Bezeichnung (9) die Glei- 
chung (u) Statt. 

Im Falle « = 2 wird die Gleichung (I4): 

(15) .... I = 6^300^300 + 6^030^030 + 0^003^003 

"I" 2 ^120 -^i?o + 2 ^o,jj E^^^ + 2 ^2Qj E^^ 

+ 2^10« ^,02 + 2^«o^*.o + 2^«,,ä;2, 

+ Ai^ni' 
indem die Grössen A die Werthe haben: 

^300 ^^ V «0* «0*» ^030 = «1° «I* «1*» ^003 == ««" ^t «l'» 

A^^ = «,« a,' a,« + «; «,« «,» + ao' a,' a,\ 

^102 = ^0 < «,' + «o' < «,» + «0* «2" «A 
, ,^ ^012 = «1° Ö2' «2* + «1* «2* «2'' + ö|* < «2*» 

(15)*. . . 

^210 = «1" «0* «0* ■+ «1* «0* «0" + «i* «0" «0'» 

^20. -- «t" «0' < + «2" < < + «2* «0" <> 
^021 = < «.' «.' + «2* «.' «i" + «2* < «.', 

^„1= <«,' «2'+ V«l*«2' + «o'«l'«2'+ < «." «2* + < «1" «2' + < «.' «/' 

woraus die entsprechenden Grössen E hevorgehen , wenn man den 
Buchstaben a in e verwandelt. 
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Von besonderem Interesse ist der Fall, wenn die Substitu- 
tionseoefficienten a den entsprechenden e gleich sind , in welchem 
Falle auch die Grössen A den entsprechenden E gldch werden. 
Denn in dieser Voraussetzung zerlegt sich nach (14) die Einheit 
in die Summe von Quadraten. 



Die Substitutionen (i) waren bisher ganz willkürliche, denn 
die SubstitutionscoeflQcienten a konnten irgend welche Werthe 
haben. Die Substitutionscoefficienten e in den aufgelösten Glei- 
chungen (2) waren durch sie bestimmt. Man kann aber auch 
die SubstitutionscoefQcienten e in (2) als die willkürlichen be- 
trachten und die Substitutionscoeüßcienten a als bestimmte Func- 
tionen der ersteren. 

Diese Willkürlichkeit werden wir fortan beschränken» indem 
wir festsetzen, dass die Substitutionen (2j eine beliebig gegebene 
homogene Function ([x^^x^, . . . rcj der zweiten Ordnung trans- 
formire in die Form: 

(16) fix,, X, .tJ = y^^X^ + ^,^,» + . . . . ^^X:, 

Dass die (« + l)' SubstitutionscoeHicienten e sich wirk- 
lich so bestimmen lassen, dass durch Einsetzung der Werthe von 
o^o, a:,, . . . a:« aus (2) die Gleichung (I6) eine identische wird, ist 
leicht ersichtlich. Denn setzt man nach der Substitution die Coef- 
ficienten der Potenzen undProducte gleicher Variabein auf beiden Sei- 
ten der Gleichung einander gleich, so erhält man nur ^^^J^ ' ^ X— ? 

Bedingungsgleichungen zwischen den (n + l) (n + 2) unbekannten 
Grössen e und \l, wodurch diese Grössen nicht bestimmt sind. 
Man kann daher unendlich viele Substitutionen (2) bilden, welche 
der gemachten Forderung genügen, selbst wenn man die (n + j) 
Grössen ft als gegeben betrachtet. 

Dieselben "^ ^^ '^ ~ Bedingungsgleichungen in einer an- 
deren Form erhält man auch, wenn man die Substitutionen (i) in 
(16) macht und die Coefficienten der Potenzen und Producte gleicher 
Variabein aufbeiden Seiten der Gleichung einander gleich setzt. Denn 
in diesem Falle wird die Gleichung (l6) eine identische in Rück- 
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sieht auf die Variabein x, wie dieselbe Gleichung durch die Sub- 
stitutionen (2) eine identische Gleichung wurde in Rücksicht auf 
die Variabein X. 

Denkt man sich nun diese Gleichung (16) durch die Substi- 
tutionen (i) zu einer identischen gemacht und differenzirt nach .r^, 
so erhält man: 

(17) .... JAVJ = Vfio^o + «xVi^. + • • • • «X>-^n 

eine Gleichung, welche, da x die Werthe hat o, 1*2. .», ein 
ganzes System von (« + J) Gleichungen repräsentirt. 

Diese Gleichungen sind als eine Folge der Substitutionen (l) 
oder (2) zu betrachten, welche die Eigenschaft haben, die Trans- 
formation (16) zu vollführen, und umgekehrt sind auch die Glei- 
chungen (J) oder (2) eine Folge dieser Gleichungen. An Stelle 
der Relationen (l) oder (2) zwischen den Variabein a: und X, 
welche die Gleichung (I6) zu einer identischen machen, kann man 
dah^r awch die Gleichungen (i7) nehmen. 

Die Gleichungen (|7) gehen über in (4), wenn man die Ver- 
tauschungen macht: 

und die Substitutionen (4) gehen über in (17). Da aber die Glei- 
chungen (17) nichts anderes sind als die umgestalteten Substitu- 
tionen (l), so kann man sagen, dass durch die angegebenen Ver- 
tauschungen die Substitutionen (]) und (4), also auch (2) und (3) 
in einander übergehen. 

Alle bisher aufgestellten Gleichungen sind unmittelbare Fol- 
gen aus den Substitutionen. Man ^ird daher in allen jenen Glei- 
chungen die angegebenen Vertaiischungen machen können, sie 
müssen jedoch gleichzeitig erfolgen. 

Die erste von diesen Vertauschungen besteht darin, dass 
man setzt: 

Löset man das durch diese Gleichung repräsentirte System Glei- 
chungen auf, so erhält man nach (28) der siebenten Vorlesung, 
indem die Unbekannte 2ar^ sich als den Differentialquotienten einer 
besltmmlen homogenen Function F {y,;, yi , . . yj der zweiten Ord- 
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nung, der reciproken Funeüon von f[XQ,x^,...x^^ dan^ellt, 
Gleichungen von der Form: 

Es ist hiernach gleichbedeutend, ob man setzt: 
\f'K)=yx oder ^H==i^'W- 

Wir können daher sagen, dass es erlaubt sei, in allen 
unseren Gleichungen folgende Yertauschungen zu 
machen: 

(18) r . . . 4/Vj = y^ oder \F\y^) r^ x^, und ^^ X^ = F^. 

Macht man diese Vertaaschungen aber in der also darge- 
stellten Gleichung (16): 

so erhält man: 

y 2 VI V % 

(.9)....ny..y.....y.) = ^ + ^ + ...^- 

Dieses Resultat geben wir als einen Lehrsatz vvieder wie 
folgt: 

Wenn die Substitutionen (i) und (2) die homogene 
Function /'(a:o, a:,, . . . arj der zweiten Ordnung trans- 
formiren in: 

/•(ar„, ar,, . . . arj = ^^X^ + ^,Z,* + . . . . \l^X;, 

so transformireu die Substitutionen (3) und (4) die re- 
ciproke Function F{yQ,i/iy . . . yj in: 

yt yt Y^ 

F{y,. y«' • • • y») = -jiT + TT + • • • t: • 

Eine ganz besondere Beachtung verdient der Fall, wenn die 
gegebene Function ist: f{x^.x^, . . . x^ -— x^ + ic,* + . . . x\ 
und zugleich |»o= /üj = . . ==|it„ = i. Denn unter dieser Voraus- 
setzung nimmt die Gleichung (|7) die Gestalt an: 

x^ = a^' X, + a^' X, + ... VX„. 

Vergleicht man letztere mit den Substitutionen (2), so sieht nian, 
dass: 
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Diese Bemerkung drücken wir als Satz aas: 

Wenn die Substitutionen: 

x^ == a/ X^+ a^'X, + ,.. ö/ X, 

den Ausdruck: 

^0* + a?," + . . . a:,« 

transformiren in: 

JTo« + X,' + ... X^\ 

so sind die Auflösungen der Substitutionen folgende: 

^x = «0^ i^o + «1* ^1 + • • • ««* ^n- 

In diesem Falle unterscheiden sich die Substitutionen (t), (-2) 
von (3), (4) nur durch die Bezeichnung der Variabein und wenn 
das letztere zutrifft, kann man die Gleichung (8) übergehen las- 
sen in: 

JTo« + ^,* + . . . j;* = Xo' + a:,« + . . . x^ 

indem man X^ = Y^ und x^ = y^ setzt. Daher kann man den 
Satz auch umkehren wie folgt: 

Wenn die Substitutionen: 

x^ = a^' ^0 + «x'^i + • • • «x" ^n 
aufgelöset von der Form sind: 

X^ = a^ a:„ + ö,* a:, + . . . a/ .t„, 
so machen sie die Gleichung: 

^v + x,^ + ...x^ ^ x,^ + z,' + . . . x: 

zu einer identischen Gleichung. 

Die Coefficienten in den Substitutionen (i), (2), welche die 
Transformation (16) bewirken, haben, wenn n = 3 ist, eine be- 
stimmte geometrische Bedeutung, auf welche wir hier aufmerksam 
machen wollen. 

Macht man nämlich die Substitutionen (2) in (16) und ver- 
gleicht beide Seiten der Gleichung, so erhält man: 
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Diese Gleichung sagt aus, dass e^, ef, ef, e^ und e^^ «,«, «,«, e} 
die homogenen Coordinaten eines Polenpaares sind rücksichtiieh 
einer Oberfläche zweiter Ordnung , welche durch homogene 
Punktcoordinaten x^.x^.x^.x^ analytisch ausgedrückt sich also 

darstellt: 

f(x^, o:,, X,, x^ = 0. 

Es sind daher die 16 Coefficienten e in den Substitutionen 
(2) die Coordinaten eines Systems harmonischer Pole der genann- 
ten Oberfläche. 

In gleicher Art erweisen sich aus (l9) die 16 Subsütutions- 
coefficienten a in (4) als die homogenen Coordinaten eines Systemes 
harmonischer Polarebenen einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
durch Ebenencoordinaten ^o>^i»^s>^3 ausgedrückt sich also dar- 
stellt: 

Die genannten beiden Oberflächen zweiter Ordnung erweisen 
sich aber nach der doppelten Darstellungsweise der Oberfläche 
zweiter Ordnung durch Punktcoordinaten oder durch Ebenenco- 
ordinaten als ein und dieselbe Oberfläche, und aus der geome- 
trischen Deutung der Gleichungen (5) im Falle » = a entnehmen 
wir den Beweis, dass das System harmonischer Polarebenen ge- 
rade das System von 4 Ebenen ist, welche je drei harmonische 
Pole aus dem genannten System harmonischer Pole der Oberfläche 
verbinden. 

Die geometrische Deutung der Substitutionen selbst im Falle 
n = 3 behalten wir der nächstfolgenden Vorlesung vor. 



Da die (n + 1)' Coefficienten in den Substitutionen (i) oder 
(2), welche den Ausdruck (16) transformiren, noch eine grosse 
Wülkürlichkeit zulassen, so werden wir fortan annehmen, dass 
diese Substitutionen zwei gegebene homogene Functionen zweiter 
Ordnung ({x^, o:,, . . . x^ und y (Z«, JSTi, . . X^ transformiren in: 

f{x^, .T, , . . . X^ = flo-^'o' + f*, ^1* + . . . t^n^n» 

(20) .... 

g>{x^, a:,, . . . a:„) = u^Xj" + i/,^,* + . . . v„^„*. 

Hesse, Analyl. Geoiuelr. J3 



194 Achlzehole Vorlesung. 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Aimabine nichts Un- 
mögliches enthält. Denn macht man in (*20) dijs Substitutionen (2) 
und vergleicht beide Seiten der Gleichungen, so erhält mau 
(» +!)(» + 2) Bedingungsgieichungen zmschen den (n + i)* zu 
bestimmenden Substitutionscoefficienten e und den 2{n + 1) fer- 
neren Unbekannten (i und v. Man hat also (n + ]) Unbekannte 
mehr als Bedingungsgleichungen. Daraus ist ersichtlich, dass Yon 
den (n + l) (n + 3) Unbekannten (« + J) beliebige Werthe anneh- 
men können, während die übrigen durch sie bestimmt sind. 
Welchen (n -|- l) Unbekannten beliebige Werthe zuertheilt wer- 
den können, und wie die Werthe der übrigen sich daraus bestim- 
men lassen, werden wir zum Schlüsse der Untersuchung ausein- 
andersetzen. Gegenwärtig werden wir weitere Folgerungen aus 
unserer Annahme ziehen. 

Wenn wir die zweite Gleichung (20) als eine durch die Sub- 
stitutionen (i) identische Gleichung betrachten und nach x^ dif- 
ferenziren, so erhalten wir: 

eine Gleichung, welche in (4) übergeht und welche wieder aus 
(4) hervorgeht, wenn man die Vertauschungen macht: 

\^[x^ mit y^ und v^X^ mit Y^. 

Durch diese Vertauschungen gehen die Substitutionen (i) und 
(4) in einander über, gerade so wie dieses auch durch die Ver- 
tauschungen (i8) geschah. Da aber alle bis dahin aufgestellten 
Gleichungen Folgen sind der Substitutionen (l) bis (4), welche den 
Gleichungen (20) identisch genügen und diese Gleichungen selbst 
als Folgen aus den so definirten Substitutionen zu betrachten sind, 
so kann man in allen bisher aufgestellten Gleichungen diese Ver- 
tauschungen machen. 

Die erste Vertauschung geschieht, indem man setzt: 

Durch Auflösung dieses Systemes Gleichungen nach den Variabein 
X erhält man, wenn man mit 'i> (^o» ^i» • • • yj die reciproke Func- 
tion von g>{Xf^, Xi, . . . ir„) bezeichnet: 
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" Es ist daher gleichbedeutend ob man setzt: 

Hiernach ist es erlaubt, in allen unseren Gleichun- 
gen folgende Yertausch'ungen zu machen: 

(•21) . . . i(p'{x^) =y,e oder i<^'(yj = oc^, und v^ X^ == F^. 

Macht man diese Vertauschung in der zweiten also darge- 
stellten Gleichung (20): 

,ro 1 9>' W + ^x 4 9>'(^i) + . . . .tr^ » ^>\x^ =^= ^o^o + v, JT,« + . . . v. X^, 
so erhält man die Gleichung: 

(22) . . . <P(yo, yi, . . • yJ = T^ + -J^' + . . v^'- 

Die Bedingungen dieser Gleichung (22) und der Gleichung 
(19) fassen wir in dem folgenden Satze zusammen: 

Wenn die Substitutionen (l) und (2) die homogenen 
Functionen /"(o;,,, a:,, . . . o: J und 9? (arg, a?,, . . . .tJ der zwei- 
ten Ordnung transformiren in: 

f{x^, a:,, . . . x^) = ^0^0* + f*i^i' + . . . f*«^n'» 

so transformiren die Substitutionen (3) und (4) die re- 
ciproken Functionen /^(y^, Vi, ...y„) und ^{y^y^, . . .yjin: 

*{y.. y.. • • • y») = V- + v^ + • • • v^ • 

Wir haben in dem Vorhergehenden zwei Hulfsmittel ge- 
schaffen, um aus einer beliebigen Gleichung, die durch die Sub- 
atituttonen (1) bis (4), welche die Transformationen (20) bewirken, 
eine identische wird, neue Gleichungen abzuleiten, nämlich die 
Vertauscbungen (18) oder (2l). Da die auf diese Weise abgelei- 
teten Gleichungen wieder durch die Substitutionen identische Glei 
chungen werden, so sind wir in der Lage die vorhandenen Glei- 
chungen in das Unbegrenzte zu vervielfältigen. 

13* 
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Macht man zum Beispiel in der Gleichung (22) die Vertau- 
schung (l8) und in der Gleichung (i9) die Vertauschung (2 t) und 
setzt der Kürze wegen : 

m r'='ix. 

so erhält man mitEinfuhrung der neuen Bezeichnungen /l^i und g>_i : 

z"^. = (P(iA>o), ^n^i). ... i/K)) 

(24) ... . 

1k. 



= r.i^o' + ^.jJi^i' + . . . ^.^^J 



Diese Gleichungen beweisen den Satz: 

Wenn die Substitutionen (l) und (2) die homoge- 
nen Functionen zweiter Ordnung f{oc^,oCi,,.,x^) und 
9p(a:^j, X .rj transformiren in die Form: 

g>(j:„,a:,, . . . x,) ^ v^X^^ + v,^,* -f . . . v,X,\ 

so transformiren dieselben Substitutionen die homo- 
genen Functionen zweiter Ordnung^ 

<5(4/'V«), iAVi), . . . iA^J) = /:+^t «od 

^(i9>>o), ^9>>i)» . . . i9>>«)) = <3P-i in- 

Dieser Satz ist die Quelle zur Herleitung einer unbegrenzten 
Zahl von Gleichungen, welche durch die Substitutionen (i) und 
(2) zu identischen Gleichungen werden. Denn wir haben vier ho- 
mogene Functionen /*, g>,/l+.i, 9p_, der zweiten Ordnung, von fi^el- 
chen je zwei den Bedingungen des Satzes genügen. Es lassen ^ch 
demnach aus je zwei derselben zwei neue homogene Functionen 
zweiter Ordnung herleiten, diie durch die Substitutionen (2) nur 
auf die Quadrate der neuen Variabein X zurückführen. Diese 
neuen Functionen genügen aber wieder den Bedingungen des Sa- 



v^^ Z«. 
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tzes und können znr Herlettung neuer homogener Functionen 
zweiter Ordnung von gleicher Eigenschaft dienen. 

Auf diese Weise sehen wir aus den beiden gegebenen Func- 
tionen {'20) f und tp andere homogene Functionen zweiter Ord- 
nung von den Variabeln x, /), und 9>p, hervorgehen, welche durch 
die Substitutionen (2) die Gestalt erhalten: 

(25) . . . 

wo p irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Alle diese Functionen sind rational in Rucksicht auf die Coeffi- 
cienten in den gegebenen beiden Functionen f und 9, aus wel- 
chen sie hervorgegangen sind. 

Durch die Vertauschungen (|8) und (21) gehen aus den ho- 
mogenen Functionen (26) die homogenen F^ und (Pp der zweiten 
Ordnung rücksichtlich der Variabeln y hervor, die durch die Sub- 
stitutionen (4) die Gestalt erhalten: 



(26) . '*" ^' 



und welche ebenfalls rational aus den Coefficienten der gegebe- 
nen Functionen f und fp zusammengesetzt sind. 

Um noch andere merkwürdige Relationen herzuleiten, diflFe- 
renziren wir, indem wir uns die vorhergehenden Gleichungen 
durch die Substitutionen (l) und (3) zu identischen Gleichungen 
gemacht denken, die erste Gleichung (25) nach x^ und die erste 
Gleichung (26) nach y^, wodurch wir erhalten: 

(27) . . . i/-;(arj = «h" f*ü V ^0 + < f*i Ai" X, + . . . «/ fin^n^^n- 
(^) . . . i< W - ^/ ^ ^0 + ^X^ '^ ^i + • • • V '^ ^n. 

Wir bilden ferner die Determinanten [«] vom (« + l)ten 
Grade rücksichtlicli der Variabeln x: 



(29) . . . [a] = 



ir:w, 4 /•«'(*.). ••• i/".'« 
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Durch Einsetzen der Werthe (27) der Componenten zerfaUt 
diese Determinante nacii (ai) der siebenten Vorlesung in das Pro- 
duct z^veier Determinanten, von welchen die eine unter (6) mit 
A bezeichnet worden ist. Der andere Factor ist die Determi- 
nante: 

^Q Aq X^f fi| Aj X^y ... ft» A^ X^ 



^oV-^O» f*lV^I. • • • f*nC^» 



Aber diese Determinante ist nach (29) der siebenten Vorle- 
sung wieder das Product zweier Factoren, Yon welchen der eine 
Factor ist: 

f*of*i • • N^o-ir, . . .x^ 

und der andere Factor die Determinante Z: 



L = 



Aq , A| , . . . A^ 
»»O > *1 > • • • *n 

A.Q , A, , . . . ^ 



Erinnert man sich der Bildungsweise der Determinante L zu 
Anfang der siebenten Vorlesung aus der Entwickeiun^ des Pro- 
• ducts der Differenzen: 

(At-Ao)(A, --Xo)...(^n-^«-.), . 

und bemerkt, dass in der Determinante L die oberen Indices 
der Grössen l^, A„ . . . l^ wirkliche Exponenten bedeuten, so sieht 
man, dass jene Determinante eben jenem Producte gleich ist, wes- 
halb man hat: 

(30) ..... X = (A, - A«) {k, - A,) . . . (A, ~ A_,)- 

Hiernach ist: 
(31) M = (^,ii^y..ii,X,X,...X,.A,L, 

Bildet man in gleicher Weise die Determinante [e]: 
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(32) . . . M = 



4^.'(y.), i^.>.). ••• hfnd/n) 



und setzt die Werthe (28) der Componenteo ein, so erh&lt man 
nach analogen Reductionen : 



(33) 



M = 



Xo r , . , 



Setzt man endlich um abzukürzen: 



E.L. 



(34) AT = ^0 ^1 • . . ^n. 

so kann man die Gleichungen (31) und (33) also darstellen: 



(35) 



_ w 

M.A.L 



Yo Y, . 



Y. = 



E .L 



Es seien nun die Entwiclielungen der in (29) und (33) defl- 
nirten Determinanten [a] und [e] nach Potenzen und Producten 
der Variabein in denselben: 



(36) 



M = -^«, 



cco a, 



«11 



• *^a ^1 



, «n 



M== -^^«0 «,...««• yo^^y."* 



1^» 



woselbst die Grössen a und ^ rationale Functionen der Coefficien- 
ten in den gegebenen Functionen f und go darstellen. Setzt man 
diese Ausdrücke von [a] und [e] in (35) ein, so erfüllen die Aus- 
drücke (36) die Bedingungen des ersten Satzes der gegenwärtigen 
Vorlesung, durch dessen Anwendung man mit [Berücksichtigung der 
Gleichung (7) AE=^l erhält: 



(37) 



P— ZC„ 



^«0 «1 • • • «» «0 «1 • • • «* «0 «f • • • «» • 

Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wenn eine der 
beiden gegebenen Functionen f oder q> die Summe der Quadrate 
der Variabein ist, zum Beispiel wenn: 

g> = a^o' + a:,« + . . . x^. 
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und wenn die Stibstilutionen (2) diese Function transformiren 
in: 

indem i/^ = v, = . . . = v„ = 1 , während dieselben Substitutionen 
die Function f transformiren in : 

und man wird in dem Folgenden sehen, dass die Substitutionen 
(2) dieses immer zu leisten vermögen. 

In diesem Falle sind nach einem früher gegebenen Satze die 
Substitutionscoefficienten a den entsprechenden e gleich. Es ist 
daher nach (6) A =z E, Da ferner sich die Substitutionen (i) 
und (3) nur durch die Bezeichnung der Variabeln von einander 
unterscheiden, so werden auch die Producte der einen von den 
Producten der anderen in ihren Entwickeiungen (36) sich nur in 
der Bezeichnung der Variabeln von einander unterscheiden ; wes- 
halb man hat: 



€tn 



oder: 



M .A.L 



^•«a. 


«1 


. . . 


ttM 




E 


.L 




%«. 


, , 


. «n 





^«0 «1 . . . «« — M^ 



und wenn man diesen Werth von e^ „ ^ ^ „^ in (37) substituirt, 
so erhält man: 

Man sieht hier, wie sich das Quadrat eines bestimmten Aus- 
drucks L.M zerlegt in die Summe von Quadraten. Verschwin- 
det der Ausdruck, so zerlegt sich die eine Bedingung seines Ver- 
Schwindens unter der Voraussetzung der Realität in so viele Be- 
dingungsgleichungen als man verschiedene Quadrate hat, aus wel- 
chen das verschwindende Quadrat zusammengesetzt ist. 

In der sechsundzwanzigsten Vorlesung über die BedingiHigen 
der Rotationsoberflächen zweiter Ordnung wird im Falle n = 2 
diese Zerlegung des Quadrates Z*. M* in die Summe von Quadraten 
dazu dienen, -um ein dort auftretendes Paradoxon zu erklären. 
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Nachdem wir in den vorausgegangenen Sätzen und Gleichun- 
gen mannichfaltige Eigenschaften der Substitutionen (1) bis (4), 
welche die Transformationen (20) bewirken, dargelegt haben, so 
bleibt noch übrig diese Substitutionen selbst zu bestimmen und 
die Werthe der Coefficienten (i und v in den transformirten Alp- 
drücken (20) festzustellen. 

Ein Weg ziu* Lösung dieser Aufgabe ist bereits am Anfange 
der Untersuchung angedeutet worden. Macht man nämlich in (20) 
die Substitutionen (2), so erhält man durch Vergleichung beider 
Seiten der Gleichungen (n + !)(» + 2) Gleichungen zwischen den 
(n + !)(« + 3) zu bestimmenden Unbekannten. Diese Gleichun- 
gen hätte man weiter zu behandeln. 

Ein zweites dem angegebenen äquivalentes System Glei- 
chungen zwischen einer gleichen Zahl von Unbekannten erhält 
man, wenn man in (20) die Substitutionen (i) macht und beide 
Seiten der Gleichungen mit einander vergleicht. 

In beiden Fällen sieht man, dass die Zahl der Unbekannten 
um (n + l) grösser ist als die Zahl der Gleichungen zwischen 
den Unbekannten. Daher müssen [n + i) von den Unbekannten 
willkürlich bleiben und die übrigen sich durch diese ausdrücken 
lassen. 

Versucht man das eine System von Gleichungen auf das an- 
dere äquivalente zurückzuführen, so ergiebt sich daraus eine 
dritte Behandlung der Aufgabe, welche sich durch grosse Ein- 
fachheit für die Darstellung empfiehlt und der wir deshalb hier 
den Vorzug geben. 

Betrachtet man die Gleichungen (20) als identische durch 
die Substitutionen (i) und differenzirt nach xj^, so erhält man: 

Gleichungen, welche gleich wie die Gleichungen (20) aus den Sub- 
stitutionen folgen. 

Die Substitutionen werden erfüllt, wenn man 



und zugleich 



lurr -^0' 1' • • • "^v > • • • ^n 
set?t: 0, 0, . . . 1 , ... 
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tur : Xf^, x^, . , , . x^ 

setzt: «0^» ^i^y . . . . «^>t . 

Die angegebenen beiden Gleichungen müssen dadurch auch er- 
füllt werden; weshalb man hat: 

Eüminirt man aj^ aus diesen Gleichungen, so erhält man mit 

u, 
Rücksicht auf die Bezeichnung (23): — = X^: 

(39) fK)-^'P'W)=<>- 

Aus dieser Gleichung geht, wenn man für X setzt 0, 1, 2, . . n 
ein ganzes System von (« + l) Gleichungen zwischen den {n + 2) 
Unbekannten hervor: 

1 A Ä « X J> " 

'''X» > ^t f ' ' ' ^n ' 

Dieses System von [n + l) Gleichungen ist linear und homo- 
gen in Rücksicht auf die letzten {n + ]) Unbekannten. Eliminirt 
man dieselben, so erhält man die Gleichung vom {n + ])ten Grade 
in Rücksicht auf die eine Unbekannte A„ : 



(40) . . J = 



%0 — K *U0' «Ol — ^X ^1' • • • «0» — ^X *0n 

'^lO ~ K^IO* «II — ^X^l' • • • «In — K^in 
♦ 

«nO *x »»0' «n» ^x "» > ' * * ^nn ^x ^» » 



Die {n + ]) Unbekannten A^, Aj, . . . ^„ sind demnach die Wur- 
zeln dieser Gleichung J = a vom (« + l)ten Grade. 

Hat man dieselben bestimmt, so kann man aus dem Systeme 
Gleichungen (39) für jedes x die Verhältnisse der Unbekannten: 



eo^ ^1*, 



berechnen, während üas Verhältniss von (i^ : v^ durch die Glei- 



l^i 



chung (23) — =- X^ gegeben ist. 
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Nimmt man an, die (« + l) Grössen v©. *'i> • • • «'•» seien ge- 
geben, so bestimmt die Gleichung (23) f*x = ^x-^it ^*^ (** + 
Grössen /i4g,/Ä,, . . . fi»- 

Um endlich nicht bloss die Verhältnisse von e^ , e^, • - • ^/ 
festzustellen, sondern die Werthe dieser Grössen selbst, setzen 
wir in der zweiten Gleichung (2ü) für ^o> ^j» • • • ^x» • • • -^» ^^' 
spective 0, 0, ... 1, ... und für arg, ar, , . . . x^ respective 
^o*> ^i*> ...«/, wodurch diese Gleichung übergeht in: 

(41) 9>(«o*, ^1*, . . . O = »'x- 

Kennt man nun nach dem Vorhergehenden die Verhältnisse 
der Substitutionscoefißcienten e^, e^, . . . «/, so giebt diese Glei- 
chung, weil v^ eine gegebene Grösse ist, die Werthe der Sub- 
stitutionscoefißcienten selbst. 



Neunzehnte Vorlesung. 

Lineare Coordinaten- Transformation. Trans- 
formation rechtwinkliger Coordinatensysteme 
mit demselben Anfangspunkt. 



Wenn irgend drei Gleichungen zwischen den drei rechtwink- 
ligen Coordinaten x,y,z eines beliebigen Punktes n im Räume 
und drei anderen Grössen X, Y, Z gegeben sind , so nennt man 
letztere im weitesten Sinne des Wortes Coordinaten des Punktes, 
weil sie gleich viel ob eindeutig oder mehrdeutig durch die ge- 
gebenen Gleichungen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 
und durch sie den Punkt nt im Raum bestimmen. 

Ein specieller Fall solcher Coordinaten sind die eliiptisehen 
RauBicoordinaten, welche den Gegenstand einer besonderen Vor- 
lesung bilden werden. 
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Ein auderer specieller Fall ist der, wenn die drei gegebe- 
nen Gleichungen von der Form sind: 

(*^ ^ = ^3' ^^u,' ^^TU' 

in welchen sammtliche V lineare Ausdrucke allein der rechtwink- 
ligen Coordinaten bedeuten. In diesem Falle nennt man die Coo'r- 
dinaten X, T,Z lineare Coordinaten, weil sie durch die 
rechtwinkligen Coordinaten eindeutig bestimmt sind , und weil sie 
zugleich wieder die rechtwinkligen Coordinaten eindeutig be- 
stimmen. 

Um die geometrische Bedeutung, dieser linearen Coordinaten 
festzustellen, bilden wir die Gleichungen von vier Ebenen: 

ü^ =0, CT, = 0, U^ = 0, ü, = 0, 

welche durch die Transformationsformeln (i) gegeben sind. Auf 
diese vier, als die Seitenflächen eines Tetraeders, des Coordi- 
naten-Tetraeders, aufgefassten Ebenen, werden wir die li- 
nearen Coordinaten beziehen. 

Die Gleichungen der vier Ebenen fähren wir durch Multipli- 
caiion mit den Factoren ft^,, |ia,, ftj, ft, nach (5) der zweiten Vor- 
lesung zurück auf ihre Normalformen: 

A^ ~ o, ^, = 0, A^ == 0, A^ ^- 0, 

welche wir in (i) für die allgemeinen Formen einfuhren, indem 
wir setzen: 

Da in die Gleichungen (]) nur die Verhältnisse der Factoren 
fi eingehen, so kann man, ohne die Allgemeinheit dieser Glei- 
chungen zu beschränken , annehmen , dass sammtliche Factoren (i 
kleiner als 1 seien und gleich den Sinus gewisser Winkel, nämlich: 

(i^ = sin a^ , fii '-^ sin a^, ft, = sin a, , ft, = sin a^ . 

Wir denken uns nun vier Richtungslinien L^, Li, L^, L^ im 
Räume, jede derselben einer Seitenfläche des Tetraeders entspre- 
chend der Art, dass die Richtungslinie L^ mit der Seitenfläche 
üo=^o den Neigungswinkel a^ bildet, dass die Richtungslinie Z, 
mit der Seitenfläche ^, = den Neigungswinkel a, bildet, und 
so ferner. Ziehen wir alsdann von dem Punkte n vier gerade 
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Linien parallel den vier bestimmten Richtungslinien .bis sie re- 
spective die Seitenflächen des Tetraeders schneiden, und bezeich- 
nen ihre Längen mit /», /i, /t> h ^o haben wir, weil Af^^A^^J^, A^ 
nach (8) der zweiten Vorlesung die negativen Abstände des Punk- 
tes n von den Seitenflächen des Tetraeders ausdrücken: 

und die Gleichungen (l) gehen bei dieser Bezeichnung iiber in: 

Y h. V— '« 7 i. 

Ji — 7» ' — jf ^ — 7' 

«8 'S «8 

welche Gleichungen die geometrische Bedeutung der linearen 
Coordinaten X, Y,Z erkennen lassen. 

Löset man das System Gleichungen (l) nach den rechtwink- 
ligen Coordinaten des Punktes n auf, so erhält man Gleichun- 
gen von derselben Form: 

(2) ;r=«o, y ==?!, ,_«_., 

^ »3 «3 «8 

indem sämmtliche u lineare Ausdrucke der linearen Coordinaten 
X, Y, Z bezeichnen , von derselben Willkurlichkeit in den Coeffi- 
cienten als die Ausdrücke t^ in den Gleichungen (i). Man kann 
daher auch die Gleichungen (2) an Stelle der Gleichungen (l) als 
die ursprünglichen nehmen. 

Es ist in vielen Fällen zweckmässig statt dreier linearer Co- 
ordinaten vier homogene lineare Coordinaten X,Y,Z,P 

X Y Z 

zu brauchen, indem mau für X, Y, Z setzt p' p' p - Sie be- 
deuten gerade die in dem Vorhergehenden bezeichneten Längen 
h>h»h*h' Multiplicirt man nach Einführung dieser vier Coor- 
dkiaten Zähler und Nenner der Ausdrücke (2) mit P, so werden 
die u von der Form: 

Uo = X^,X + XiY + X^Z + X^P, 

Ui = yo^ + yir + ytZ + y,p, 

u, = z,X+ z,Y+ z,Z + ZsP, 
M, = PoX+ p^Y + p,Z + p,P. 
Die geometrische Bedeutung der 16 Coefücienten in diesen 
Ausdrücken ergiebt sich, wenn man je drei von den linearen ho- 
mogenen Coordinaten gleich o setzt. Setzt man zum Beispiel 



206 Neunzehnte Varlesung. 

r=2 = P = o, wodurch der Schnittpunkt der drei Ebenen 
{7i =0, Z7, = o, 2/3 = ausgedrückt wird, so erhält man für die- 
sen Schnittpunkt aus (2) die recht\^inkligen Coordinaten: 

Po ^ Po Po 

Es sind hiernach ^o>yo>^o>Po ^^^ rechtwinkligen homogenen Co- 
ordinaten der Ecke des Coordinaten-Tetraeders, welche der Sei- 
tenfläche Uq==o gegenüber liegt, und so ferner. 

Ein specieller Fall unserer linearen Goordinaten-Bestimmung 
verdient hervorgehoben zu werden, weil er eine statische Deu- 
tung zulässt. Wir meinen den Fall, wenn jö^ = />, = p, = p, = i, 
für welchen die Gleichungen (2) die Gestalt erhalten: 

^~* x+ r + z + p 

_ Zg X +z,r+z,Z+ z,P 

^ ~ x + r + z + p 

Betrachten wir nämlich die Längen der linearen homogenen 
Coordinaten Ä, Y,Z,P als Gewichte, welche an> den Ecken des 
Coordinaten-Tetraeders ohne Masse in der Richtung der Schwer- 
kraft wirken, so sind bekanntlich die Ausdrücke für x,y,z die 
rechtwinkligen Coordinaten des Schwerpunktes n; des Systemes, 
dessen Lage sich im Räume zugleich mit den Gewichten beliebig 
ändert. Diese Gewichts-Coordinaten bilden das Fundament des 
baryeentrischen Calculs von Moebius, eines der vielen HüUamit- 
tel 2ur analytischen Behandlung der Geometrie. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zurück und führen, 
indem wir für die rechtwinkligen Coordinaten x,y,z setzen 

— , — , — die homogenen rechtwinkligen Coordinaten ein, so er- 
geben sich aus (2) folgende Substitutionen: 

X = XqX + XiY + x^Z + x^P, 

y ='yo^ + yi Y+y^z + y,p, 

z = z^X +z,Y+z^Z + z^P, 

p = p^X + p,Y + p^Z + p^P 
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zur Uebertragung aus dem i*echtwinkligen System in das Tetrae« 
der-System. 

Die aufgelösten Gleichungen (6): 

X = u^x + v^y + Wf^z + Top, 

Y — u^x+ v^y + rv^z + r, p, 

(6) 

Z ^= u^x -^ v^y + fVtZ + r^p, 

P = UsX + v^y + w^z + r,p 

dienen zur Uebertragung aus dem Tetraeder-System in das recht- 
winklige System. Die Coefficienten in den letzten Gleichungen 
erweisen sich als die Goordinaten der vier Seitenflächen des Coor- 
dinaten-Tetraeders. 

Die Goefficienten in beiden Substitutionen (5) und (6) sind 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes 7t. Sie hängen ab 
von der Lage der Coordinatensysteme zu einander und ihrer Ge- 
stalt. Sie hängen ausserdem ab von den Richtungslinien L, weil 
in die Substitutionen nicht bloss die Verhältnisse der homogenen 
Goordinaten der Ecken oder die Verhältnisse der homogenen Go- 
ordinaten der Seitenflächen des Goordinaten-Tetraeders eingehen. 

Wenn neben dem genannten Tetraeder-System noch ein zwei- 
tes derselben Art gegeben ist, so vermitteln Gleichungen von dersel- 
ben Form als (5) den Uebergang von dem rechtwinkligen System 
in das zweite Tetraeder-System. Setzt man in beiden Systemen 
Gleichungen die Ausdrücke x einander gleich, ebenso die Aus- 
drücke für yy und so ferner, so erhält man Relationen für die 
Uebertragung von einem Tetraeder-System in ein anderes Te- 
traeder-System. Die Auflösungen dieser linearen Relationen^ nach 
den Goordinaten ein und desselben Systemes führen wieder auf 
Gleichungen von der Gestalt (5) zurück. In diesen Gleichungen 
hängen die Goefficienten der Goordinaten des anderen Systemes 
allein ab von der Lage der Tetraeder-Systeme zu einander, von 
ihrer Gestalt und von den Richtimgslinien beider Systeme. 

Durch diese linearen Transformationen ändert sich die Ord- 
nung einer homogenen Gleichung nicht. Deshalb wird jede ho- 
mogene Gleichung der Goordinaten der zweiten Ordnung, gleich- 
viel auf welches lineare Goordinatensystem sie sich bezieht, im- 
mer eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellen, some eine ho- 
mogene Gleichung erster Ordnung eine Ebene ; uiid eine beliebig 
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gegebene Oberfläche zweiter Ordnung öder Ebene wird in jedem 
linearen Coordinatensystem sich durch eine Gleichung zweiter 
oder erster Ordnung analytisch ausdrücken lassen. 

Nimmt man an, die Gleichungen (5) seien die Transforma- 
tionsformeln zur Uebertragung von einem Tetraedersystem in ein 
beliebiges andere, und es sei die Gleichung einer Ebene in dem 
ersten System gegeben: 

ux + vy + WZ + rp =^ 0, 

so geht dieselbe durch die Substitutionen (5) über in eine von 
gleicher Form: 

ÜJC + Vr -i- WZ + RP=o, 
indem man hat: 

ü z=z XqU + yov + z^m + p^r, 

^= x^u + y^v + z^w + p,r, 

(7) 

jr == ar,tt -f y^v + z^w + p,r, 

B, = x^u + y^v + Zj,w + pjr. 

Nennt man die die Elbene im ersten Coordinatensystem be* 
stimmenden Coefficienten u,v,iv,r homogene Ebenencoor- 
dinatenin dem ersten, und demnach die Coefßci^nten U, V, }F, R 
homogene Ebenencoordinaten in dem zweiten linearen Goordina- 
tensy^em, so bat man zur Uebertragung aus dem einen System 
in das andere die Gleichungen (7). 

Löset man diese Gleichungen auf, um die Ebenencoordina- 
ten des ersten Systemes auszudrücken durch die entsprechenden 
Ebenencoordinaten des zweiten Systemes, so erhält man, da die 
Gleichungen (6) die Auflösungen sind ctor Gleichungen (5), auf 
Grund von (2S) der siebenten Vorlesung: 

u = u^ü + u^V + u^W + UiR, 

V = v^ü + p,V + v,W+ v,R, 

(8) 

w =:=z WqÜ + w^V + w^W + w^R, 

r == r,U+r,V+r^JV + r,R, 

Auch diese Substitutionen ändern die Ordnung einer hoiiio* 
genen Gleichung nicht. Es ist daher in jedem linearen Coordi- 
natensystem eine homogene Gleichung der zwdten Ordnung in 
Ebenencoordinaten der analytische Ausdruck für eine Oberfläche 
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zweiter Ordnung , und eine homogene Gleichung der ersten Ord- 
nung der analytische Ausdruck für einen Punkt. 

Wir schliessen diese allgemeinen Betrachtungen mit der Be* 
merkung, dass, wenn man in der Gleichung einer auf ein belie« 
biges lineares Coordinatensystem bezogenen Oberflache zweiter^ 
Ordnung in Punktcoordinaten eine der Coordinaten gleich o setzt, 
man den analytischen Ausdruck der Curve erhält, in welcher die 
eine Seitenfläche des Goordinaten-Tetraeders die Oberfläche schnei* 
dei. Da hierdurch die Ordnung der Gleichung sich nicht ändert, 
so nennt man mit Recht jede Schnittcurve einer Oberfläche zwei- 
ter Ordnung und einer Ebene, die wir in der vierzehnten Vor- 
lesung als einen Kegelschnitt erkannten, eine Gurve zweiter 
Orc^nung. 

" Als dnen speciellen Fall des Tetraeder-Coordinatensystems 
lässt sich das schiefwinklige Goordinatensystem betrachten. Denn 
lässt man drei Ecken des Goordinaten-Tetraeders in das Unend- 
liche fallen, und nimmt an, dass drei von den Richtungslinien 
respective den drei im Endlichen liegenden Kanten des Tetrae- 
ders parallel gehen, so hat man das schiefwinklige Goordinaten- 
system. 

Um aus den allgemeinen Transformationsformeln (2), (3) die 
diesem Falle entsprechenden herzuleiten, hat man zu setzen 
jPo = p, =^ Pt = 0, und da für alle im Endlichen liegenden Punkte 
die ihnen entsprechenden unendlich grossen Werthe von P ein- 
ander gleich und constant sind , so nehmen die Gleichungen (2) 
die Form an: 

x=:aX + aY + aZ + a", 

(9) y = 6^ + 6'r -f 6"Z -I- 6'", 

« = cX+ c'7+ c'Z + c\ 

woselbst d" = — , \!" = ^ , ^' = ^ die rechtwinkligen 

Goordinaten der im Endlichen liegenden Ecke des Goordinaten- 
Tetraeders, des Anfangspunktes des schiefwinkligen Sy$temes, be 
deuten. Diese Bedeutung ergiebt sich auch ätos den Transforma- 
tionsformeln (5), wenn man daselbst setzt: ^=a F==Z=o. 

Der Durchgang durch das Unendliche zur Herleitung der 
Formein (9) wird auf folgendem Wege vermieden. 

Hesse, Analyt. Geomelr, 24 
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Es seien: 

^0 s= 0, A^ = o, A^ = o 

die Norinaiformen der Gleichungen der drei Coordinatenebenen 
irgend eines schiefwinlitigen Coordinatensystems bezogen auf das 
^um Grunde gelegte rechtmhklige Coordinatensystem. Bedeuten 
nun X, y, z. die Coordinaten irgend eines Punktes n im Raunie, 
so sind A^,A^,Ai die negativen senkrechten Abstände des Punk* 
tes n von den erwähnten drei Coordinatenebenen. Bezeichnet 
man mit tt^,ci^,a^ die Winkel, welche die Schnittlinien je zweier 
Coordinatenebenen, die Coordinatenaxen des schiefwinkligen Sy- 
Sternes, mit der dritten Coordinatenebene bilden, und mit X, T,Z 
die Coordinaten des Punktes n in dem schiefwinkügen System, 
welche den Coordinatenaxen parallel gehen, so hat mau zur Be- 
stimmung dieser Coordinaten folgende lineare Gleichungen: 

(10) . . . ^ = =^^ 7= =^s z --^ =^«. 

^ ^ smay sina,' siiias 

in welchen die geometrische Bedeutung der in ihnen enthaltenen 
12 Constanten ohne Weiteres zu Tage tritt. Die Auflösungen die- 
ser Gleichungen nach den Coordinaten des rechtwinkligen Syste- 
mes geben aber Gleichungen von der Form (9). 

Wie diese Gleichungen (9) den Lebergang vermitteln von dem 
rechtwinkligen Coordinatensystem in ein beliebiges schiefwinkli- 
ges Coordinatensystem, so dienen analog gebildete Gleichungen 
mit veränderten Constanten zur Transformation von dem recht- 
winkligen System in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Coordi- 
natensystem. Setzt man nun in beiden Systemen Gleichungen 
die Ausdrucke für x, für y u. s. w. einander gleich, so erhält man 
drei lineare Gleichungen zur Uebertragung von dem einen schief- 
winkligen System unmittelbar iu das andere. Aus den Auflösun- 
gen dieser Gleichungen nach den Coordinaten ein und desselben 
Systemes gehen Gleichungenjjnervor, wieder von der Form (9), 
wobei zu bemerken ist, dass die 12 Coeflicienten in den aufge- 
lösten Gleichungen unabhängig sind von der Lage des beliebig 
im Räume gewählten Punctes it, und nur abhängen von der Lage 
und Gestalt der beiden Coordinatensysteme. 

Wir werden im Folgenden annehmen, die Gleichungen (9) 
seien die Transformationsformeln von einem schiefwinkligen Coor* 
dinatensystem in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Coordi- 
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natensystem, um die geometrische Bedeutung der 12 CoDstanten 
unter dieser Voraussetzung zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den beliebigen Punkt n; im 
Räume in den Anfangspunkt des zweiten Coordinatensystemes 
XYZ fallen, indem wir setzen X=i Y--^- Zx:=o, wodurch die 
Coordinaten des genannten Anfangspunktes in dem ersten Systeme 
erhalten werden x = «"', y = 6'", z = c ". Es bedeuten also 
die Constanten «'", 6'", c'" in (9), die Coordinaten des An- 
fangspunktes des zweiten Systemes in dem ersten. 

Setzen wir x + «'", y + h"\ z + c" respective für x, y, z, so 
ändern wir damit nur den Coordinatenanfangspunkt des ersten 
Coordinatensystemes, indem wir ihn in den Coordinatenanfangspunkt 
des zweiten Systemes verlegen, lassen aber die Richtungen der 
Coordinatenaxen des ersten Systemes ungeändert. Durch diese 
Veränderung gehen die Gleichungen (9) über in: 

X = aX + a¥ + a Z, 

(11) y = bX + h'Y + h"Z, 

z = cX + cY + c'Z, 

Sie vermitteln den Uebergang von einem beliebigen schiefwinkli- 
gen Coordinatensystem in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Co- 
ordinatensystem mit demselben Anfangspunkt. 

Um die geometrische Bedeutung der 9 Constanten in diesen 
Gleichungen zu ermitteln, welche dieselben sind als in den Glei- 
chungen (9), verlegen wir den beliebigen Punkt n des Raumes 
in die ^Axe, vom gemeinsamen Anfangspunkte beider Coordina- 
tensysteme um die Einheit entfernt. Fällt man nun Lothe von 
dem so gelegenen Punkt n auf die yz, zx, xy Ebene und bezeich- 
net die Winkel, welche die ^Axe mit den genannten Ebenen 
bildet, mit [X,y£),{X,zx\{X^xy) u. s. w. , so sind die Lothe auf 
die genannten Ebenen respective gleich: 

sin {X, yz), sin (X, z .rj, sin {Xy xy) 

und durch die Coordinaten Xy y, z des Punktes n in dem ersten 
System ausgedrückt: 

irsiu(.T,y2), y sin(y,za:), z sin(t,a:y). 
^ 14* 
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Weshalb man für den bezeichneten Punkt n hat: 

X z=z s"> (^^ y^) y __ sin (X, zx) ^ __ sin (X,a?y) 

sin(a:, yz)' ^ sin (y, za?) ' sin (z, a;y) ' » 

Da aber für den so gelegenen Punkt n ist^=l, Yz=zZ=^o^^ so 
hat man auch nach (ll): 

a: = fl, y = 6, z = c 
und daher: 

sin (X, yz) , sin (X, zx) sin (X, xy) 

sin (a?, yz) ' sin (y, zx)* sin (z, xy) 

Auf diese Weise erhält man die folgende geometrische Be* 
deutung der 9 Coefficienten in (9) oder (li): 

sin (X» yz) , An (X, zx) sin (X, xy) 



, An (X, zx) sin ( 



sin (x, yz) ' sin (y, zx)' sin (z, «y) ' 

/,«x ' sin (r, yz) f sin (1^, za?) / sin jr, xy) 

^ ' Sin {Xy yz) ' sin (y, zar) sin (z, a:y) 

//^ sin (Z, yz) .,f sm (Z, zx) . »f sin (Z, xy) 

sin (a?, yz) ' sin (y, zx)' sin (z, ary) ' 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich , wenn das erste Coor- 
dinatensystem rechtwinklig ist, folgende Werthe der 9 Coeffi- 
cienten : 

a = cos {X, x), 6 = cos {X, y) , c = cos (X, z) , 

(13) , , a = cos(F,ar), fc'= cos (T,y), c := cos{Y,z), 

a'= cos (Z, x), 6"= cos (Z, y), c"= cos (Z, z). 

Wenn beide Coordinatensysteme rechtwinklig sind, welchen 
Fall wir allein in dem Folgenden in Betracht ziehen werden, 
müs'sen sich diese Coeflicienten durch die drei Bestimmungs- 
stücke der Lage des zweiten Systemes zu dem ersten ausdrücken 
lassen. 

Euler drückt die 9 CoefBcienten aus durch drei Winkel, 
nämlich durch die beiden Winkel, welche die Schnittlinie der 
Coordinatenebenen xy und XY mit der a?Axe und mit der ATAxe 
bildet, und durch den Neigungswinkel, den .die genannten bei- 
den Coordinatenebenen bilden. Da jedoch diese Ausdrucksweise 
der Symmetrie gänzlich entbehrt, so stellt er in einer zweiten 
liehandlung des Gegenstandes die 9 Coefßcienlen als Functionen 
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von vier Winkeln in symmetrischer Weise dar. Er wählt zu die- 
sem Zwecke die drei Winkel, welche die Drehungsaxe, um die 
das eine Coordinatensystem gedreht werden muss, um in die 
Lage des andern zu kommen, mit den Coordinatenaxen bildet, 
und den Drehungswinkel. Indem er diesen symmetrischen Aus- 
drücken der 9 Coefficienten noch die symmetrische Relation zwi- 
schen den genannten drei Winkeln der Drehungsaxe beifugt, so 
giebt ihm diese Relation einen Ersatz für die erste Ausdrucks- 
weise durch drei Restimmungsstücke. 

Monge bewahrt die Symmetrie, indem er die 9 Coefficien- 
ten durch drei derselben a, h\ c" ausdrückt, welche eine symme- 
trische Lage zu den übrigen haben. 

Alle diese Ausdrücke sind irrational. In den Eul er 'sehen 
Formeln ist die Irrationalität nur verdeckt durch den Gebrauch 
der Sinus- uud Cosinus-Functionen. Wir werden es im Folgen- 
den vermeiden irrationale Ausdrücke zu gebrauchen, indem wir, 
wie es bereits üblich geworden ist, alle 9 Coefficienten beibehal- 
ten , sie aber durch die 6 Redingungen beschränken , welche zwi- 
schen ihnen stattfinden. 



Es seien die Transformationsformeln für ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem in ein beliebiges anderes rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem mit demselben Anfangspunkt: 

(14) y = 6 ^ + 6'F + 6"Z, 

z = cX + cY -{- c'Z, 

Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes % im 
Räume von dem gemeinsamen Anfangspunkte der Coordinatensy- 
steme ist in dem einen Systeme .r* + y* + «*, in dem anderen 
^ + i'«-(- 2*. Man hat daher die durch die Substitutionen (14) 
identische Gleichung: 
(15) ....... ^« + y'+ z' -= JJ:«+ F« -h Z«. 

Wenn man in diese Gleichung die Werthe der Coordinaten 
(14) des ersten Systemes einsetzt, und beide Seiten der Gleichung 
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vergleicht , so erhält man die 6 zwischen den 9 CoeHicienten der 
Substitutionen stattfindenden Relationen: 

ö» + 6' + c* = 1, flV'+ bT+ cc'= 0, 

(16) . . . fl'* + fc'« + c'«=:r I, aa + h"b + c'c= o, 

a *+ 6"*+ c"*= 1, aö' + frfr + cc ^= 0, 

Dass diese 6 Bedingungsgleichungen hinreichen, um unter 
der Voraussetzung, dass das erste Coordinatensystem ein recht- 
winkliges sei, auch das andere Coordinatensystem zu einem 
rechtwinkligen zu machen, geht aus der geometrischen Interpre- 
tation dieser Gleichungen hervor. Denn mit Rucksicht auf (13) 
drucken die drei letzten Gleichungen (16) die Bedingungen aus, 
dass die Coordinatenaxen des zweiten Systemes auf einander senk- 
recht stehen, während die drei ersten die bekannten Bedingungen 
sind zwischen den Cosinus der Winkel, welche die Coordinaten- 
axen des zweiten Systemes mit den Coordinatenaxen des ersten 
Systemes bilden. , 

Welche Relationen man überdies ohne weitere Beschränkung 
zwischen den 9 Coefficienten ableiten mag, sie werden sich alle 
aus den angegebenen 6 Bedingungsgleichungen (i6) ableiten las- 
sen. Die nachfolgenden Relationen bieten Beispiele für Ableitun- 
gen der Art dar. 

Von den unendlich vielen, zwischen den 9 Coefficienten der 
Substitutionen (14) stattfindenden Relationen, werden wir auf dem 
einfachsten Wege nur die gebräuchlichsten entwickeln. 

Wir dilTerenziren zu diesem Zwecke die durch die Substitu- 
tionen (14) identische Gleichung (15) nach den Variabein X, YyZ, 
wodurch wh* erhalten: 

X = aar + 6y + cz, 

(17) Y = ax + h'y + cz, 

Z = ax + b"y + cz, 

welche Gleichungen die Auflösungen sind der Substitutionen (14) 
mit denselben Coefficienten, aber veränderter Anordnung. 

Die Substitution von (|7) in die Gleichung (15) und die Ver- 
gleirhung beider Seiten der Gleichung mit einander giebt: 
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ö* + «'* + «"* = I , bc + b'c + \)'c i:= o, 
(18) . . . 6* + 6'* + 6"* = I , ca + cV + c"a" = o, 
c' + c* + c"' = 1 , «6 + ö'6' + ab" = 0. 
Bildet man diß Determinante A\ 

a, b , c 
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(19) 



^ = 



a , b , € 



= abc -i- ab c + a bc — ab c — abc — a bc 
und erhebt dieselbe zum Quadrat, so erhält man: 



J* = 



«, 


ft. 


c 






6'. 


c 


' 


« , 


6", 


ff 

c 





a, b, c 
a\ b\ c 
a , b , c 



oder nach (St) der siebenten Vorlesung: 

a* + ft* + c*, aa +bb' + cc, aa"+66"+cc" 
^*= aa+ b'b + c'c, «'* + 6* + c*, a'a'+b'b"+cc' 

a a+ ft b+ c c, a a + b b +c c , a ' + ^ + ^ 
und mit Rücksicht auf (l6): 



^«=r. 



Die Determinante -^ selbst ist liiernach entweder + I oder 
— 1. Wir werden im Folgenden annehmen, sie sei gleich + l. 
Denn wäre sie — l , so brauchte man nur für X, Y, Z respective 
zu setzen — X, — F, — Z, was geometrisch darauf hinauskäme die 
negativen Richtungen der Coordinatenaxen des zweiten Coordina- 
tensystemes für die positiven zu nehmen. Wir haben daher: 



1. 


0, 





0. 


1, 





0, 


0. 


1 



(20) 



J = l. 



Es ist diese Determinante J der gemeinsame Nenner der 
Bnidiwerthe der Unbekannten X, F, Z, weiche die directe Auf- 
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lösung der Gleichungen (14) ergiebt Vergleicht va«n diese di- 
recten Auflösungen mit den Auflösungen (I7), so erhält man fol- 
gende Relationen. 

bc — b c = a, ca — c a =z b, ab — a b = c, 

(•21) . . ,b c — bc = a, c a ^ ca t= b, a b — ab = c , 

bc — bc ^= a , ca — ca = b , ab — ab =s c . 

Von diesen 22 Relationen zwischen den 9 Coefficienten der 
Transformationsformeln für ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
in ein beliebiges anderes rechtwinkliges Coordinatensystem mit un- 
verändertem Anfangspunkt macht man den häufigsten Gebrauch. 
Eine Beachtung verdienen jedoch auch die folgenden Relationen: 

Wenn man das Product der Variabein nach den Substitutio- 
nen (17) also darstellt: 

(•^2) 2rrZ= £J„^„^ «^ a:^o y«i z^t, 

so hat man folgende Werthe der Entwickeiungscoeificienten A: 

A^^ = a lilT + ab"b + «'^ ^'» 
A^^ = acc + Äcc + flcc, 

^oit =^&C<^ +0CC + 6CC, 

A^^^ = baa + ba a + b aa, 

^^j = c b'b" + c'6"6 + c'b b\ 
A^yy^ = (IOC + a6 c + «6 c + abc + a &c + a oc. 

Zwischen diesen Grössen A findet nach (l5j der achtzehnten Vor- 
lesung folgende Gleichung Statt: 

. , 1=6 \A^f^ + -^„30 -f- ^003/ + A^x\ 

{vi) ... . 

denn die Ausdrücke E an der genannten Stelle sind den ihnen 
entsprechenden Ausdrücken A in dem vorliegenden Falle gleich. 



(23) 



I 
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Die 10 Quadrate, aus welchen die Gleichung (24) zusammen- 
g«set2t ist» lassen sich auf 7 Quadrate zurückführen, wenn man 
auf Grund von (l6) bemerkt, dass: 

(26) ^0« + ^,.«+ 3^030=0. 

4»! + -<«i + 3^001 = ^' 

Denn man hat nach der ersten von diesen Gleichungen; 

Addirt man zu dieser Gleichung folgende: 

so erhält man: 

Ö^io + M,«, - ^J* = 2(^5«, + AI,), 
und in gleicher Weise: 

9-«oto + {Aqu — -«jio) = 2(-<^oif + Jlio), 
9^003 + (-^101 — -^oti) ^^ 2 (-^,01 + -^Otl)» 

wodurch die Gleichung (24) übergeht in: 

1 = 15 {^Joo + 4so + ^00.} + ^11 

"t" (-^«0 — -^lot) + (AfHf — AfttD + i'^wt — -^of i) • 

Diese Gleichungen geben Veranlassung zu einigen kurzen Be- 
merkungen. 

Wenn man statt von den Substitutionen (14) von den Sub- 
stitutionen (17) ausgegangen wäre, so würde man analoge Glei- 
chungen erhalten haben, welche aus den Gleichungen (23) bis (26) 
bloss dadurch hervorgehen, dass man die Vertauschungen 
macht: 

a mit 6, a" mit c, 6" mit c. 

Man kann demnach sagen, dass die rechten Theile der Glei- 
chungen (24) und (26) durch diese Vertauschungen sich nicht ändern. 

Der Hinblick auf den Werth des letzten Ausdruckes (23) 
lehrt, dass durch die genannten Vertauschungen der Ausdruck 
ungeändert bleibt: 

-^111 . 
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Setzt man die Werthe von ^,00 > ^oso> ^oos ^us (25) in die 
Gleichungen (24) und (26) und eliminirt nach der Eutwickelung 
die Summe der 6 gleichartigen Quadrate J aus den beiden Glei- 
chungen, so ersieht man aus der resultirenden Gleichung, dass 
durch jene Vertauschungen auch folgender Ausdruck ungeäudert 
bleibt: 

(27) ^ito • -^101 T -«oif * -^tio "T" -^0» • -4»i* 

Bleibt aber dieser Ausdruck ungeändert, so lehrt die durch 
(26) veränderte Gleichung (26), dass ebenfalls die Summe der 6 
Quadrate ungeändert bleibt: 

(28) .... -«HO "r -«10« + ^01« + -^fio + -^01 T -^oti- 

Die Gleichung (24) endlich beweist, dass durch die ange- 
gebene Aenderung auch folgender Ausdruck sich dem Werthe 
nach nicht ändert: 

(29) A^on + -/^8q + ^oos • 

Aus diesen einfachen Bemerkungen folgen complicirte Rela- 
tionen zwischen den Substitutionscoefficienten, deren directe Her- 
ieitung nicht ohne viele Rechnung zu bewerkstelligen ist. 

Will man die in (23) dargestellten Ausdrücke zugleich mit 
den Substitutionscoefficienten in den Calciü einfuhren, so ist fol- 
gendes ein kräftiges Mittel zur Entdeckung neuer Relationen. 

Man kann die Ausdrücke (23) also ordnen: 

3^500 ^ aiaa") + a{a'a) + a\aa), 

^«10 = ^ («'O + *'(«"«) + *"(« « )> • 
^foi = c[aa) + c[a'a) + c\aa). 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Substitutionen (I4), so 
sieht man, dass für die Werthe der Variabein X=a'a", r=a"a, 
Z^^aa die Variabein des anderen Systemes die Werthe anneh- 
men a: = 3-4,oo.y ==^»10» ^==^20!- I« dieser Weise correspon- 
diren folgende Werthe der Variabein: 

ar, y, z, X, Y, Z, 

n j j j r n ff f 

3^300» ^210' -^201» ^^ ^ ^ ^» ^^» 

^I2J' 3^,3,, ^021' ^'^"' *"^> ^^'' 

•^io2 » '^oia ' 3 ^003 » c c , c c , c c . 
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Wenn man diese correspoodirenden Werthe für die Varia- 
behi in die bereits liergeleiteten Gleichungen oder überhaupt in 
Gleichungen einsetzt, welche durch die Substitutionen (l4) oder 
(17) idenäsche werden, so erhält man Relationen der complicir- 
testen Art. 

Nehmen wir jedoch nach diesen Andeutungen die Substitu- 
tionen (14) wieder auf. Aus ihnen geht mit Rücksicht auf (21), 
w enn man aus je zwei Gleichungen eine der Variabeln X, F, Z 
eÜminirt, folgendes System von Gleichungen hervor: 

cy — 6z = dz — aYy 
cy — b'z =:= d'X — öZ, 
c y — b z= ai — aX, 

az — c a: = b'Z — ft" F, 

(30) dz -^ cx= b"X— bZ, 

az — c'x= bY — b'X, 

bx — ay = cZ — c'Y 
b'x — dy = c'X — cZ, 
b"x—ay= cY -- cX. 

Multiplicirt man die erste von diesen Gleichungen mit b'cX, 
die zweitiB darunter stehende Gleichung mit bcY, und zieht die 
letztere von der ersten ab, so erhält man: 

ccy{b'X ~bY) + bb'z{c Y — cX) 
= db'cZX + abcYZ-- aXY[bc + b'c). 

Benutzt man zur Umformung des rechten Theiles dieser Gleichung 
die Gleichungen (18) und des linken Theiles die Gleichungen (30) 
und (16), so erhält man schliesslich: 

. . . aaa yz + bbb zx + ccc xy 

' ' ' ' ' =abcYZ + db'cZX+ ab"c'XY, 

Die Bedingung, unter welcher diese Gleichung stattfindet, 
wiederholen wir in dem folgenden algebraischen Satze: 

Wenn die Substitutionen (14) die Gleichung (15) zu 
einer identischen Gleichung machen, so machen die- 
selben Substitutionen auch die Gleichung (3l) zu einer 
identischen Gleichung. 
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Geometrisch gedeutet sagt dieser Satz aus, dass die Coordi- 
Batenaxen zi/vder rechtiivinkligen Systeme mit denselben Anfangs- 
punkt auf einem Kegel zweiter Ordnung liegen. Denn man er* 
hält die Gleichung des Kegels, auf welchem die Coordinatenaxen 
der beiden in Betracht gezogenen rechtwinkligen Systeme liegen, 
wenn man einen der gleichen Ausdrücke (31) gleich o setzt» 

Die Gleichung einer Ebene in der Form: 

ux + t;y + WZ + 1 = 

durch die Substitutionen (i4) transformirt auf das zweite recht- 
winklige Coordinatensystem fuhrt auf eine Gleichung zurück von 
derselben Form: 

ÜJT + VF + WZ + i = o, 
indem man hat: 

ü =^ au + bv + ctv, 

(32) V = au + b'v + cw, 

W =^ a u +6t;-f-cw. 

Es sind dieses die Transformationsformeln für Ehenencoor- 
dinaten aus einem rechtwinkligen System in ein anderes eben- 
falls rechtwinkliges System mit demselben Coordinatenanfangspunkt. 

Der Vergleich mit den Substitutionen (32) zeigt, dass man 
nur die Punktcoordinaten mit den entsprechenden Ebenencoordi- 
naten zu vertauschen braucht, "um die Transformationsformeln für 
die einen aus den anderen zu erhalten. Macht mau diese Ver- 
tauschung in (l4), so erhält man die Auflösungen der Gleichun- 
gen (32): 

u = aU + aV+ a"W. 

(33) V = bü + b'V + b"W, 

w = cU + cV + c'W. 

Wenn nun in dem Vorhergehenden die 9 Goefflcienten in 
den Substitutionen (14) oder (i7) keiner weiteren Beschränkung 
unterlagen als der, dass die Substitutionen die Gleichung (15) 
zu einer identischen machen , so werden auch die 9 Coefficienten 
in den Substitutionen (33) oder (32) nur die einzige Bedingung zu 
erfüllen brauchen, dass die Substitutionen die Gleichung: 

(34) u"' + v^ + fv^=^U^ + V^ + W^ 



Lineare GooTdinatea- Transformation. 221 

zu einer identischen Gleichung machen, wenn das zweite Coor- 
dinaiensystein ein beliebiges rechtwinkliges sein soll mit demsel- 
ben Coordinatenanfangspunkt als das erste rechtwinklige Coordi- 
natensystem. 

Macht man endlich die angegebene Vertauschung der Punkt- 
und Ebenencoordinaten in der Gleichung (3i), so erhält man: 

aaa vrv + obb rvu + ccc uv 
(35) .... 

= abcV}F+ ab'c}yU+ ah"cUV, 

welche Gleichung geometrisch ausdrückt, dass die Coordinaten- 
ebenen zweier rechtwinkligen Systeme mit demselben Coordinaten- 
anfangspunkt einen Kegel zweiter Ordnung berühren. 



Zwanzigste Vorlesung. 

Transformation der Oberflächen zweiter Ordnimg 
auf die Hauptaxen. 



Man hat in der sechszehnten Vorlesung gesehen, welche Will- 
kür herrscht in der Bestimmung eines Systemes harmonischer 
Pole einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung. Diese Will- 
kür wird einiger Maassen beschränkt, wenn man einen der vier 
harmonischen Pole mit dem Mittelpunkt der Oberfläche zusam- 
menfallen lässt, wodurch die drei anderen in das Unendliche ver- 
legt werden. Die Verbindungslinien der im Unendlichen liegen- 
den drei Pole mit dem Mittelpunkte der Oberfläche sind conju- 
girte Durchmesser der Oberfläche. Wenn diese auf einander seiA- 
recht stehen, so hat man die Hauptaxen der Oberfläche. 

Dass alle diese Bedingungen sich erfüllen lassen, kann man 
auf folgende Art einsehen. 

Beschreibt man um den Mittelpunkt der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung, den man der Einfachheit wegen für den 
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Coordinateiianfangspunkt wählen kann , eine Kugel mit einem ge« 
gebenen Radins, so hat man , da die Kugdoberfläcbe auch eme 
Oberfläche zweiter Ordnung ist, zwei gegebene Oberflachen zwei- 
ter Ordnung, für welche das beiden gemeinsame System harmo- 
nischer Pole nach Vorschrift der sechszehnten Vorlesung bestimmt 
werden kann. Einer von diesen Polen ist der gemeinsame Mit- 
telpunkt der beiden Oberflächen. Denn die Coordinaten dessel- 
ben genügen den Gleichungen (3) der sechszehnten Vorlesung, 
welche das beiden Oberflächen gemeinsame System harmonischer 
Pole bestimmen. Die drei anderen Pole liegen in dem Unend- 
Uchen. Erwägt man aber, dass die Polarebene der Kugel immer 
senkrecht steht auf der Verbindungslinie des Poles mit dem Mit- 
telpunkte der Kugel, so sieht man, dass die Polarebenen der drei 
Pole im Unendlichen in Rücksicht auf die Kugel drei in dem Mit- 
telpunkte auf einander senkrecht stehende Ebenen sind. Diese 
Ebenen schneiden sich in drei von dem Mittelpunkt ausgehenden, 
auf einander senkrecht stehenden, geraden Linien, die den Mittel- 
punkt mit den drei Polen im Unendlichen verbinden. Sie sind 
daher die Hauptaxen der gegebenen Oberfläche. 

Das Problem der Hauptaxen einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung kommt hiernach darauf zurück, das der gege- 
benen Oberfläche und einer Kugel, mit demselben Mittelpunkt 
als die Oberfläche, gemeinsame System harmonischer Pole zu be- 
stimmen. Dieses Problem ist in grösserer Allgemeinheit in der 
sechszehnten Vorlesung behandelt worden. Da man jedoch in 
dem vorliegenden Falle einen Pol des gemeinsamen Systemes har- 
monischer Pole kennt, nämlich den gemeinsamen Mittelpunkt bei- 
der Oberflächen, so wird die im allgemeinen Falle aufzulösende 
Gleichung J = o vom vierten Grade sich in dem vorliegenden Falle 
auf den dritten Grad reduciren. Es werden überdies noch Spe- 
cialitäten auftreten, die eine von dem vorhergehenden unabhän- 
gige Behandlung des Problemes wünschenswerth machen. 

Nachdem wir auf diese Weise die Existenz der Hauptaxen 
einer Oberfläche zweiter Ordnung aus einem allgemeineren Ge- 
sichtspunkte nachgewiesen haben , so wollen wir jetzt untersuchen, 
welche Form der Gleichung: 

f{x^ y, z, I) = 

eine Oberfläche zweiter Ordnung haben müss, wenn die Haupt- 
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axen der Oberfläche den Axen des rechtwinkttgen Coordinaten- 
syslemeSj auf wekfaes sich die Gleichung der Oberfläche beaeht, 
paraUel sind. 

Der Mittelpunkt der Oberfläclie und die auf den drei Coor- 
dinatenaxen im Unendlichen liegenden Punkte bilden ein System 
harmonischer Pole der Oberfläche. Die Gleichungen der Polar- 
ebenen der drei letzten Pole sind: 

r{x) = 0, ny) = 0, f\z) = 0. 

Da diese Ebenen aber den Goordinatenaxen parallel sein müs- 
sen, so darf in jeder dieser Gleichungen nur eine von den Va- 
riabein vorkommen. Dieses trifft jedoch nur zu, wenn in der 
Gleichung der Oberfläche die Producte yz^ zx, xy fehlen. Es ist 
daher das Verschwinden der drei Producte der Variabeln in der 
Gleichung der Oberfläche die Bedingung, dass das rechtwinklige 
Goordinatensystem, auf welches sich die Oberfläche bezieht, den 
Hauptaxen der Oberfläche parallel sei. 

Fasst man das Problem der Hauptaxen allgemein auf, um 
auch die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt mit her- 
einzuziehen, indem man verlangt, dass irgend ein Goordinaten- 
system bestimmt werde, dessen Axen den Hauptaxen einer gege- 
benen Oberfläche zweiter Ordnung parallel sind , so lässt sich das- 
selbe rein algebraisch also ausdrücken: 

Die Substitutionen zu bestimmen: 
X ^^aX + a'Y +aZ, 
(I) y=::=ftJr4-ft'F + rZ, 

welche die Gleichungen: 

(2) ic» + y» + ^« =Z* + r« + 2«, 

(3) 9(.r, y, z) = kX^+ A.F» + AgZ«, 

zu identischen Gleichungen machen, wenn: 

(♦)... 9) {x, y. z) = «„„ a:* + fl, , y«+ «,, t« + 2fl„y« +,2ä,o zx + 2floi ir.y. 
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Es wird hierbei vorausgesetzt, dass q> {x, y, z) die Summe der 
Glieder zweiter Ordnung sei in der Gleichung der Oberfläche 
zweiter Ordnung f{x, y,z, i) = 0, Ton welcher die Richiungeu 
der Hauptaxen zu bestimmen sind. 

Um die Auflösung dieses algebraischen Problemes vorzube- 
reiten, differenziren wir die identische Gleichung (2) nach den 
Yariabeln Ä, Y, Z, wodurch wir erhalten: 

X ^=^ ax + by -^ cz, 

(5) r=ax + b'y + cz, 

Z" i t" I " 
^s=ax + by'\'CZ, 

und bringen die aus diesen Gleichungen durch Substitution von (i) 
sich ergebenden Relationen (16) der vorhergehenden Vorlesung 
wieder in Erinnerung: 

a* + b* +C* == 1, aV'+ bT+ CCzr:^ 0. 

(6) . . . . «'• + 6'« + c'« == 1, aa + b"b + cc «= o, 
ö"i+ y't+ c"« =1, a« + bh' + cc i= 0. 

Die Differentiation der identischen Gleichung (3) nach der 
Variable X giebt: 

afp[x) + ^^'(y) + C9 (2) = IXX, 

welche Gleichung nach Substitution von (5) sich auch so darstel- 
len Idsst: 

^9'(«) + y^'W + ^9'(c) = 2A {ax + 6y -H cz). 

Diese Gleichung, welche unabhängig ist von den Werthen 
der Variabeln in ihr, zerfällt in folgende drei Gleichungen: 

9'(a) = 2Aa, 

(7) q>\b) = 2Aft, 

9}'(c) = 2Ac. 

Da in diese Gleichungen nur die Verhältnisse a\b\c der zu 
bestimmenden Substitutions-Coefficienten, welche die Stelle von 
zwei Unbekannten vertreten, und die Unbekannte l eingehen, 
so werden sich durch dieselben die drei Unbekannten bestimmen 
lassen. Um die genannten Substitutious-Coefficienten selbst zu 
bestimmen, wird die erste Gleichung (6) zu Hilfe zu nehmen sein. 
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Durcb DUferentiatioii der identischen Gleichung (:i) nach den 
Variabeln Y oder Z erhält man in gleicher Wdse: 

q>\a) = 2X,a', q>\a") =^ 2A,a". 

(8) q>\b') = 2lfi\ fp\h") .= ^XJb\ 

Gleichungen von derselben Form als die Gleichungen (7), aus wel- 
chen mit Zuziehung der zweiten und dritten Gleichung (6) in 
gleicher Weise die Werthe der Unbekannten des Problemes sich 
ergeben. Wir werden uns daher begnügen können aus dem Sy- 
steme der Gleichungen (7), welches sich also darstellt: 

(«00 — ^)« + «01^ + «0«^ = »' 

(9) flje« + («11 — ^)^ + ö|«<? = 0, 

«to« + «ti* + («tt — A)c = o. 
die Werthe der in ihnen enthaltenen Unbekannten zu bestimmen. 
Bezeichnet mau mit J den Ausdruck: 



(10) 



— ^, «0 



«10» «11 — ^» «u 
«to» flfi» «tf — ^ 

= («00 — ^) («1 1 — A) (««f — ^) + 2a, , fl,o «Ol 

— («00 — ^)«if' — («1 1 — A)«to* —(««« — ^) «Ol* 

und eliminirt aus (9) die Unbekannten a, b, c, so erhält man zur 
Bestimmung der Unbekannten iL die kubische Gleichung: 



(11) 



J = 0, 



Die Wurzeln der kubischen Gleichung müssen gerade die 
Werthe der Unbekannten k, A, , A, sein, denn auch die bei- 
den Systeme Gleichungen (8) führen auf dieselbe kubische Glei- 
chung zurück. 

Wollte man nach Feststellung der Werthe der Wurzeln 
der kubischen Gleichung J = o, von welcher das Problem der 
Hauptaxen abhängt, die Verhältnisse von a:b:c aus zwei von den 
Gleichungen (9) bestimmen, so würde das zu eiuem unsymmetri- 

Hesse, Analyt. Geonetr. ]^5 
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sehen Resultate fuhren. Wir werden deshalb die genannten Ver- 
hältnisse aus je zwei von den Gleichungen (9) feststellen , um die 
Resultate in synunetrischer Weise zu benutzen. 

Wir führen zu dem genannten Zwecke die Bezeichnungen ein : 

^00 = ^— = («11 — A) («21 — ^) — «1*2» 



dJ 



^11 = TT- = («2t — ^) («00 — A) — «1 



^,, = ^— = («00 — ^) («11 — ^) — «91, 
(12) ^'"^ 

^,, = ^«^ = i(rf^^ + ^,) = «Ol «02 - («00 - ^) «„, 
^20 =_^02 = h(j^^ + £7;) = «2t «10 - («1. - ^) «20. 
^«' = ^10 = l(f~^ + ^^ = «20 «2. - («22 - ^) «Ol. 

Alsdann erhalten wir aus (9) in der angedeuteten Weise: 

a : 6 : c = ^00 ^ ^01 • ^02' 
ö : 6 : c = ^,0 : ^11 : ^,2, 

ö : 5: c = ^jo- ^21 • ^22- 

Multipliciren wir die linken Theile dieser Gleichungen respective 
mit a, &, c, so erhalten wir durch Vergleichung mit ihren rechten 
Theilen nach Einfuhrung eines zu bestimmenden Multiplicators ^i : 

fia^= JoQ, fibc = z/^g, 
(13) fib^= ^,1, (ica =.-= J^^- 

(ic^ = ^gj, fiab =r ^oi. 

Der Multiplicator wird bestimmt durch die Gleichung: 

f* = ^00 + 4 1 + ^22 » 
welche aus der Addition der drei ersten Gleichungen (l3) hervor- 
geht mit Berücksichtigung von (6). Der rechte Theil dieser Glei- 
chung ist nichts anderes als der negative nach l genommene 
Differentialquotient von J. Man hat daher: 

dJ 
^^-'dV 
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Es lässt sich aber dieser Factor (i noch bequemer durch die 
drei Wurzeln der kubischen Gleichung J = o ausdrücken. Be- 
trachten wir zu diesem Zwecke die Grösse X in dem Ausdruck 
^ als eine variabie Grösse, so haben wir unter der Vorausse- 
tzung, dass Ag, X, ,^2 die Wurzeln der kubischen Gleichung seien, 
identisch: 

und daher: 

- ^ = (X_X,)(X-X,) + (A-X.)(X-Xo) + (A-Ao)(A-At). 

Setzen wir in dieser Gleichung X^ für X, wodurch die beiden 
letzten Glieder der Gleichung verschwinden, und hierauf, indem 
wir zu der ursprunglichen Bedeutung von X, der Wurzel der ku- 
bischen Gleichung, zurückkehren, X für X^, so erhalten wir: 

(14) f» = - ^ = (i - i.) (i - i.). 

Durch Multiplication zweier von den drei letzten Gleichun- 
gen (l3) und Division durch die dritte wird: 

•"12 -^2ü •"<.! 

woraus sich die gesuchten Werthe der Substitutions-CoefTicienten 
ergeben: ^ ^ /^,„.^.., 



-/^7- 



Wir haben hier das doppelte Vorzeichen der Q^adi'alwurzel- 
Grössen fortgelassen. Man könnte ebenso gut sämmtiichen Qua* 
dratwurzel-Grössen auch das negative Vorzeichen zuertheilen, je- 
doch nicht einer allein das entgegengesetzte Vorzeichen der übri- 
gen. Denn unter diesen Umständen wurde man durch Verbin- 
dung der Gleichungen (15) nicht die Gleichungen (13) erhalten, 
von welchen man ausging. 

Die Substitutions-Coefficienten a\ b\ c oder a\ b'\ c" erhält 
man aus diesen Ausdrücken (15), wenn man die Wurzeln X und 
X| oder X und X, der kubischen Gleichung mit einander vertauscht. 

15* 
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Eine kubische Gleichung kann entweder drei reelle Wurzeln 
oder eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben. Hätte die 
kubische Gleichung J==o, auf welche das Problem der Hat^t- 
axen fuhrt, zwei imaginäre Wurzeln, so würde für die Transfor- 
mation der Oberflächen zweiter Ordnung auf die Hauptaxen in die- 
sem Falle die geometrische Interpretation der Substitutionen (]) 
ihre Geltung verlieren. Es ist daher folgender Satz von grosser 
Bedeutung: 

Die kubische Gleichung J = o, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung abhängt, hat nur reelle Wurzeln. 

Cauchy beweiset diesen Satz, selbst in seiner Ausdehnung 
auf den Fall, dass die Zahl der Variabein in dem vorgelegten 
algebraischen Probleme unbeschränkt ist, welcher Fall bei der 
Berechnung der secularen Störungen der Planeten eintritt, in fol- 
gender Weise. 

Wenn die kubische Gleichung J = o eine Wurzel hätte von 
der Form; A=/? + ^i, so musste dieselbe Gleichung auch eine 
Wurzel haben X, = p — qi. Demnach würden die Grössen a, b, c 
und «', b', c die Form haben: 

a = P + Öf , «' = P - Qi, 
6 = P, + Q,i b'^P,- Q,i, 
c = P, -f ö,', c ='.P^~- Q^i. 

Da aber zwischen den Grössen a, h, c und a\ b\ c die Gleichung 
Statt findet: 

aa + bb' -f cc := o, 
so hätte man: 

P« + P,« -f P,' + Ö* + öl* + Ö,^= 0, 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die Summe der 
Quadrate von reellen Grössen gleich o sei, was unmöglich ist. 

Das Bedenken, dass unter den Quadratwurzelzeichen der Aus- 
drücke (15) negative Grössen stehen könnten, wird beseitiget, 
wenn man erwägt, dass diese Grössen ihrer Zusammensetzung 
nach dasselbe Vorzeichen haben und dass a* + &* + c* = i. 

Setzt man in dem Ausdrucke (lO) J die Grösse l gleich o, 
so geht derselbe in den Ausdruck i> (13) der dreizehnten Vorle- 
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siing über, dessen Verschwinden die Bedingung isl, dass die 
Oberfläche «weiter Ordnung, um welche es sich handelt, keinen 
Mittelpunkt habe. Man kann daher sagen: 

Die Bedingung, dass eine Oberfläche zweiter 
Ordnung keinen Mittelpunkt habe, fällt zusammen 
mit der Bedingung, dass die kubische Gleichung, von 
welcher die Hauptaxen der Oberflächen zweiter Ord- 
nung abhängen, eine Wurzel gleich o habe. 

Wie beschaiTen auch die Gleichung der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung sei, im Falle die Oberfläche einen Mittelpunkt 
hat, wird man sie durch Verlegung des Coordinatenanfangspunk- 
tes in den Mittelpunkt auf die Form bringen können, in welcher 
die Glieder der ersten Ordnung fehlen. Durch Veränderung der 
Richtung der rechtwinkligen Coordinatenaxen kann man sie end- 
lich zurückfuhren auf die Form: 

(16) Ix' + A,y« + X^z' + 6 = 0, 

Hat dagegen die Oberfläche zweiter Ordnung keinen Miltelpunkt, 
so kann man die Gleichung derselben durch Veränderung der 
Richtung der rechtwinkligen Coordinatenaxen zurück fühlten auf 
die Form: 

W + ^z' + OCX + ßy + yz + d = 0, 

und durch nachträgliche Veränderung des Coordinatenanfangs- 
punktes auf die Form: 

(17) W + ^f2^* + «^-«^ = 0, 

oder wenn A, =o ist, auf die Form: 

(18) l^z* + ax + ßy = 0. 

Nach den Vorzeichen der in diesen Gleichungen enthaltenen 
Constanten unterscheidet man die verschiedenen Geschlechter der 
Oberflächen zweiter Ordnung. 

Das Ellipsoid: 

a») S + S + ä-i = «- 

Das imaginäre Ellipsoid: 

r>2 |/> <rS 

w :T+ii+^+i=«- 
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Das Hyperboloid mit einer Mantelfläche: 

w S + g-^-'^"- 

Das Hyperboloid mit z^ei Mantelflächen: 

m «T - |i - ^ - • - «• 

Der reelle Kegel: 

(•^3) •:T+ii-?=- 

Der imaginäre Kegel: 
^t ,jt *< 

i-'*) ^ + l^ + -^-'>- 

Die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt unter- 
scheiden sich wie folgt: 

Das elliptische Paraboloid: 

(2^) !-« + ?-«^=«- 

Das hyperbolische Paraboloid: 

(26) f^--^-^ ax = o. 

Der parabolische Cylinder: 
(26)* 2* + ax + ßy = o. 

Zu erwähnen ist noch der Fall, wenn in den Gleichungen 
(21) und (22) der Coefficient -, vjsrschwindet. In diesem Falle 
stellen die genannten Gleichungen einen elliptischen Cylin- 
der und einen hyperbolischen Cylinder liar. 

Die Namen dieser Oberflächen sind hergenommen von den 
Kegelschnitten, in welchen die auf den Hauptaxen senkrecht ste- 
henden Ebenen die Oberflächen schneiden. Man muss diese 
Schnittcurven studiren, um eine Anschauung ' zu erhalten von 
den verschiedenen namentlich aufgeführten Oberflächen zweiter 
Ordnung. 

Man braucht die Gleichungen der Oberflächen zweiter Ord- 
nung nicht auf diese Formen zurückzuführen, um die verschie- 
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denen Geschlechter zu erkennen. Denn da die kuhische Glei- 
chung J = o, von welcher die Ilauptaxen der Oberfläche abhän- 
gen, nur reelle Wurzeln hat, so giebt die Eniwickelung der ku- 
bischen Gleichung nach Potenzen der Unbekannten in ihr Auf- 
schluss hierüber. 

Haben nämlich alle Glieder der kubischen Gleichung das- 
selbe Vorzeichen, oder haben die auf einander folgenden Glieder 
abwechselnde Vorzeichen, so ist die Oberfläche eines der beiden 
Eliipsoide. Im entgegengesetzten Falle ist die Oberfläche eines 
der heiden Hyperboloide. Kommt noch die in der vierzehnten 
Vorlesung entwickelte Bedingung für den Kegel hinzu, so ist die 
Oberfläche in dem ersten Falle ein imaginärer Kegel, in dem 
zweiten Falle ein reeller Kegel. Haben die auf einander folgen- 
den Glieder der quadratischen Gleichung, auf welche die kuhi- 
sche Gleichung ^ = o im Falle der Oberfläche ohne) Mittelpunkt 
zunickfuhrt, gleiche oder abwechselnde Vorzeichen, so ist die 
Oberfläche ein elliptisches Paraboloid, in jedem anderen Falle 
ein hyperbolisches Paraboloid. Für den parabolischen Cylinder re- 
ducirt sich die kubische Gleichung J = o auf eine Gleichung des 
ersten Grades, indem zwei Wurzeln derselben verschwinden. 

So einfach auch die in (15) angegebenen Werthe der Sub- 
stitutions-Coefßcienteu a,b,c sind, so nehmen sie doch eine we- 
nig übersichtliche Gestalt an, wenn man die Werthe (|2) und (14) 
substituirt. Wir führen deshalb statt der 6 Constanten in der 
Function (p{oc,y,z) 6 neue Constanten ein, ifidem wir setzen: 






= ßo^y ßo* — «00 = «0. 



(27) fiAi?üL=(3A /?/~an=c.,, 

«2 

'^^ = ßr*. ß,' - «» = «.. 

Die drei ersten Ausdrücke können wir in der That gleich Qua- 
draten setzen, weil dieselben ihrer Zusammensetzung nach das- 
selbe Vorzeichen haben. Hätten sie sämmtlich das negative Vor- 
zeichen, so müsste man in der Gleichung der Oberfläche alle 
Glieder mit — i multipliciren , um sie positiv zu machen. 
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Durch Eiofuhning dieser neuen Constanlen in (T5) nehmen 
jene Ausdrücke die einfachere Gestalt an: 



(28) b = 



— .LL. 



«, + i 



wenn man setzt, 



(») -B = /- 



(i - i.) (i - i,) 



Einen gleich grösseren Vortheil erlangt man durch Einfüh- 
rung der 6 neuen Constanten in die kubische Gleichung Ar=.o, 
weiche dadurch folgende einfache Gestalt gewinnt: 



Denn beachtet man den Wechsel des Vorzeichens des linken 
Thciles der Gleichung , wenn man l. von + 00 bis — 00 abneh- 
men lässt, indem man voraussetzt, dass: 

(31) «. > «1 > «t. 

SO sieht man die Wurzeln der kubischen Gleichung zwischen den 
Grenzen liegen: 

die grösste Wurzel X zwischen + oo und — a,, 

(32) . . . die mittlere Wurzel A| zwischen — a, und — or,, 

die kleinste Wurzel Aj zwischen — a, und — ofo« 

Diese Feststellung der Grenzen von Jacobi, innerhalb wel- 
cher die Wurzein der kubischen Gleichung ^ = o zu suchen sind, 
macht nicht allein den von Cauchy angegebenen Beweis der 
Realität der Wurzeln überflüssig, sondern ermöglichet auch ein 
tieferes Eingehen in einen Ausnahmefall, den wir bisher ganz 
unberücksichtiget gelassen haben. Wir haben den Fall im Auge, 
wenn zwei Wurzeln A und A, der kubischen Gleichung einander 
gleich sind. 
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In diesem Falle wird der Ausdruck (29) für B unendlich 
gross, und mit ilim auch die Ausdrucke (28), welche aus der 
Auflösung der linearen Gleichungen (9) hervorgegangen sind.. 

Ein solch unerwartetes Unendlichwerden der Werthe von Un- 
bekannten in einem besonderen Falle pflegt ein Zeichen zu sein» 
dass die Werthe der Unbekannten aus Gleichungen berechnet 
worden sind, welche in dem besonderen Falle nicht unabhängig 
von einander sind, und sich daher zur Berechnung der Unbekann- 
ten nicht eignen. Wir werden in dem vorliegenden Falle diesem 
Umstände näher nachzuforschen haben. 

Wenn die Wurzeln der kubischen Gleichung X und A, einan- 
der gleich sind, so kann^ wie aus der Bestimmung (32) der Gren- 
zen der Wurzeln ersichtlich ist, die gleiche Wurzel nur den 
Werth haben — «f. Dieser Werth der Wurzel in die kubische 
Gleichung (30) gesetzt giebt: 

ßt («i — «l) («0 — «t) = 0, 

Es ist daher mit Rucksicht auf (31): 

«t = «I- . ^ 

Bemerkt man ferner, dass der in (30) dargestellte Ausdruck für 
^ zwei gleiche Factoren l + cc^ haben muss, so sieht man, 
dass auch: 

Die kubische Gleichung J = o hat daher nur unter der Be- 
dingung zwei gleiche Wurzeln, dass: 

und die gleiche Wurzel ist: 

(33) A = X, = — 1^0 == — «1 = — «,. 

Denn wenn die zwei kleinsten Wurzeln der kubischen Gleichung 
einander gleich sind, so kommt man mit Vertauschung der Wur- 
zeln in gleicher Weise zu demselben Resultat. 

Setzt man nun, um für den Fall zweier gleichen Wurzeln 
eine Einsicht zu gewinnen in die Natur der Gleichungen (9), aus 
welchen die Werthe der Substitutions-Coeflicienten a,b,c in (28) 
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hervorgegangen sind, in die drei Gleichungen (9) der Reihe nach 
für X die gleichen Werthe: 

so sieht man aus ihnen mit Berücksichtigung der drei letzten 
Gleichungen (27) folgende drei Gleichungen hervorgehen: 

ßo^a + «et* + ^otC = o, 

«10« + ß*b + rtijC = 0, 

«20« + <'21* + ßt^c = o. 

Diese drei Gleichungen kommen aber durch Substitution der 
Werthe von ß^, ßi\ ß^ aus (27) zurück auf die eine Gleichung: 

(34) ^ + -*_ + JL = o. 

^ ^ ölt ö«0 «Ol 

Ebenso reduciren sich in dem vorliegenden Falle die drei 
ersten Gleichungen (8) auf die eine Gleichung: 

35 =0. 

^ «12 «20 «Ol 

Die drei letzten Gleichungen (8) dagegen, welche der drit- 
ten ungleichen Wurzel A, entsprechen, lassen sich auf die im 
allgemeinen Falle angegebene Weise behandeln. Aus ihnen er- 
geben sich schliesslich die Werthe der Substitutions-Coefficienten 
a\ 6", c\ die man aus (28) durch Vertauschung von k mit A^ er- 
hält, in der Form: 

(36 

«12* ^~«2o' ^«01 

Wenn wir nun auch in dem Falle ungleicher Wurzeln der 
kubischen Gleichung die Verhältnisse der Substitutionscoefficien- 
ten a:b:c aus je zwei Gleichungen (7) und die Verhältnisse von 
a :b' : c aus je zwei Gleichungen des ersten Systemes (8) berech- 
nen konnten, so hört diese Berechnung doch auf in dem Falle, 
dass X = Xi, in welchem das System Gleichungen (7) sich auf die 
eine Gleichung (34), und das erste System Gleichungen (8) sich 
auf die eine Gleichung (35) reducirt. Die Formeln (28), in wel- 
chen diese Berechnung in dem vorliegenden Falle erzwungen ist, 
müssen deshalb illusorisch werden. 
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Wenn iL = ;i, , so hat man zur Bestimmung der 6 Substitu- 
tions-Coefücienten a, b, c und a\ h\ c nur 5 Gleichungen, nämlich 
die Gleichungen (34) und (35) in Verbindung mit den drei Glei- 
chungen: 

a* + ft' + c* = I, 

(37) a » + Ä'' + c' = 1, 

aa + bb' + cc := o, 

welchen 5 Gleichungen man auf unendlich viele Arten genügen 
kann. Die Substitutions-CoelYicienten a\ 6", c" sind bestimmt durch 
die Gleichungen (36) in Verbindung mit der Gleichung: 

(38) a"« + 6"* + c"'=l. 

Bei dieser Bestimmung geht aber die Function q){x,y,z) 
durch die Substionen (i) über in: 

und die Oberfläche zweiter Ordnung, um welche es sich handelt, . 
ist eine Rotations-Oberfläche. Denn führt man die Glei- 
chung der Oberfläche durch Verlegung des rechtwinkligen Coor- 
dinatensystemes auf eine der unter (|9) bis (26)* angegebenen For- 
men zurück, so sieht man, dass Jede Ebene, welche senkrecht 
steht auf der, der ungleichen Wurzel entsprechenden, Coordinateu- 
axe, die Oberfläche in einem Kreise schneidet, dessen Mittelpunkt 
in dieser Coordinatenaxe liegt. 

Es ist hiernach die Bedingung, dass eine durch ihre Glei- 
chung in rechtwinkligen Punktcoordinaten gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung eine Rotations-Oberfläche sei, folgende: 

(39) : . . «0 — fifj==(y,. 

Wenn die kubische Gleichung J = o drei gleiche Wurzeln 
haben soll, so muss erstens die Bedingung (39) erfüllt werden, 
und da sich der durch (30) gegebene Ausdruck von J in drei 
gleiche Factoren zerlegen lassen muss, so folgt daraus noch die 
Bedingungsgieichung : 

welche in die drei Gleichungen zerfällt: 
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oder, wenn man vermittelst (27) auf die ursprungliclien Constan- 
ten der Function ^(ar, y, 2) zurückgeht: 

(40) a,,=a,o = «oi= o. 

Diese Qleichungen drücken aus , dass die Function q> {x, y, z) 
sclion die Form habe, auf welche sie in dem allgemeinen Falle 
zurückzuführen ist. 

Die Gleichungen (39) und (40) sind die Bedingungeif für die 
Kugel. 

Wenn man schliesslich an Stelle der 6 Constanten in die 
Function q>[x, y, z) die neuen Constanten durch (27) einführt, 
so stellt sich dieselbe also dar: 

(41) . . . ^{x,y.z) = {ß^+ ß,y + ß^zf - (a^ + «^ + «.«*). 

Hätte man diese Form der Function q> [x, y, z) statt der Form (4) 
gleich am Anfange gewählt, so würde man mit überraschender 
Einfachheit die Lösung des Problemes gefunden haben. Diese 
Lösung des Problemes der Hauptaxen der Oberflächen zweiter 
Ordnung werden wir mit grösserer Ausführlichkeit wieder auf- 
nehmen, nachdem wir zuvor als Einleitung dazu das leichtere 
Problem der Hauptaxen der Curven zweiter Ordnung in analoger 
Weise behandelt haben werden. 

Es sei noch erwähnt, dass das behandelte algebraische Pro- 
blem sich als Maximums- oder Minimums- Aufgabe auffassen lässt: 

Die Werthe der Variabein zu bestimmen, w^elche 
eine gegebene homogene Function g>ix,y,z) zu einem 
Maximum oder zu einem Minimum machen, wenn 
zwischen den Variabein die Bedingungs-Gleichung 
X* + y* + z* — 1 = statt findet. 

Denn, wenn man nach den bekannten Regeln der Differen- 
tialrechnung die , die Werthe der Variabein bestimmenden, Glei- 
chungen aufstellt, so wird man finden, dass sie auf die behan- 
delten Gleichungen hinauskommen. 
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Einundzwaiizigste Vorlesung. 

Das Problem der Hauptaxen der Curven zwei- 
ter Ordnung. Confocale Kegelschnitte und el- 
liptische Coordinaten in der Ebene. 



Das Problem der Hauptaxen einer Curve zweiter Ordnung 
in der Ebene, analytisch aufgefasst, besteht darin: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, wel- 
che die Gleichungen: 

(1) . . . ar«+y« = Ar*+ n 

(2) g>{^,y) = loX' + X,Y* 

zu identischen Gleichungen machen, wenn (p{oc, y) 
eine gegebene homogene Function der zweiten Ord- 
nung ist von den Variabein x und y. 

Wir werden, indem wir die Lösung dieses Problemes be- 
absichtigen, annehmen, dass die Function q>{x, y) die Form 
habe: 

(3) . . . . ^{x,y) ^ {ß,x + ß,yf^- [a^x^ + a,y«), 

auf welche Form sich die gegebene Function leicht zurückfuh- 
ren lässt. 

Die Substitutionen, welche die Transformationen (I) und (2) 
bewirken, mit ihren Auflösungen seien: 

X — Ä«Z + a F, X= a'^x + 6«y , 

(4) 

y = h^X^ b'r, r= ax + b'y. 

Dass die Auflösungen der Substitutionen gerade d.e angegebene 
Form haben, geht hervor aus der Differentiation der durch die 
Substitutionen identischen Gleichung (l) nach X und F. 
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Um nun die vier Coefficienten in den Substitutionen (4) zu 

bestimmen, werden wir die Grössen B^ und ^, einfü^iren durch 

folgende lineare Gleiclmngen , deren Auflösungen wir zugleich 

beifügen : 

ß, = a'B, + aB,, B, = a% + b%, 

ß^=b'Bo + h'B,, B, = aß, + h'ß,. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen gehen aus der identischen Glei- 
chung (2) durch Differentiation folgende Gleichungen hervor: 

„0 ^oßo ist -^oft 

\p) 



a 



— ^iPo 5' -- ^iPi 



Denn differenzirt man die genannte Gleichung nach x und setzt 
X = l, Y = und zugleich x = a^, y z= b\ welches letztere 
durch die Substitutionen (4) geboten ist, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (5) die erste Gleichung (6) u. s. w. 

Auf diese Weise haben wir die vier zu bestimmenden Sub- 
stitutions - Coefficienten ausgedrückt durch die vier neuen ün 
bekannten Aq, A,, B^, B^, deren Werthe noch festzustellen sind. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Horizontal - Glei- 
chungen (6) mit j8o und /5, und addiren oder multipliciren wir 
die Vertical- Gleichungen (6) mit ^o und B^ und addiren, so er- 
halten wir: 

Po' . _!?_ L. , K . Bj' _ , 

(7 . . . . 

-Jo*_ . _Ä1_ _ , i?o' . B? _ , 

«ü + Ai a.-l-Z, — *' a, + X, -^ a,-{-h~^' 

Die beiden ersten Gleichungen, von welchen Jede nur eine Un- 
bekannte Xq oder A, enthält, dienen zum Beweise, dass diese Un- 
bekannten die Wurzeln sind der folgenden quadratischen Glei- 
chung in X , die beiden anderen , dass a^ und a^ die Wurzein sind 
der quadratischen Gleichung in a: 

Durch die erste von diesen Gleichungen sind also die beiden 
Unbekannten Aq und A, als Wurzeln der Gleichung bestimmt. 
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Um auch die Werthe der beiden anderen Unbekannten B^ und B^ 
festzustellen, bemerken wir, dass identisch ist: 

(«0+ A) {a,+ A) -^>, + A) -ft«K+ A) = a-Xo)(A- A,), 

" " (« + Ao)f«+AO-^oV+^i)— M«+^o)=(«-«o)(«~«i). 

Setzt man in diesen Gleichungen für X entweder — a^ oder — «j 
und für a entweder — X^ oder — A,, so erhält man: 

a » _.. («o + ^)(«o+^i) j? { ,_ («o+^)(«i + ^ 
, . «0 — «I ^0 — M 

(10; 

Die beiden letzten von diesen Gleichungen geben die Werthe der 
beiden letzten Unbekannten ^o und B^. 

Dass die Werthe der Substitutions-Coefficienten in (6) reelle 
sind, ersieht man erstens aus der quadratischen Gleichung (8). 
deren grössfe Wurzel Aq zwischen oo und ^- a, liegt und deren 
kleinste Wurzel A, zwischen — or, und — of„ liegt, wenn «o > «fi» 
zweitens aus den in (lO) gegebenen Werthen von B^* und ^,', 
welche hiernach positiv sind. 

Wenn man die vorangegangenen Formeln überblickt, so 
lallt der Dualismus derselben in die Augen. Dieser Dualismus 
lässt sich auf Grund der folgenden Betrachtungen zu einem Prin- 
cip machen. 

Mulüplicirt man die beiden ersten Gleichungen (o) mit x und y, 
und addirt. so erhält man mit Rucksicht auf (4): 

(11) ß^x + ß,y = BoX + B,Z 

wodurch die Gleichung (2): 

(12) iß^ + ß^yf - (^0^* + «,y') = A„Z*+ A, F* 

übergeht in: 

(13) (^0^+ B,YY - (A„^ + A,r) = a^' + a,y\ 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen (i) 
und (12) zu identischen Gleichungen machen, so machen auch 
die Auflösungen dieser Substitutionen die Gleichungen (l) und 
(13) zu identischen Gleichungen und umgekehrt. Daraus ergiebt 
sich nun folgende Regel zur Herleitung neuer Fojnieln: 
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Es ist erlaubt in allen Formeln, die aus den Sub- 
stitutionen (4), welche die Gleichungen (1) und (2) zu 
identischen Gleichungen machen, hervorgehen, fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen: 

,» a:, y, «0» «1. ft, ßi, *S «' 
(14) , ^ 

Hiernach genügt es ein System Formeln wirklich zu entwickeln, 
weil ein zweites System nach dieser Regel von selbst folgt. 

Zieht man die Gleichung (]), nachdem man sie mit einem 
Factor l multiplicirt hat von (12) ab, so erhält man: 

(l5)...{^aa:+^,y}«-{(a„+A):r«-h(a, + %*} = (Xo-A)j:«+(X,-A)r. 

Diese Gleichung, an die Stelle der Gleichung (2) gesetzt, lässt 
erkennen, dass es frei steht in allen zur Lösung des 
Problemes entwickelten Formeln zu verändern: 

, , »» ^0» ''^l* ^0> *1 » 

(16) 

„ in «0 + A, «1 + X, Iq — l, X, •— A. 

Durch diese Aehderungen werden die Grössen B^ und ^, 
nicht geändert. Es bilden daher auch die Formeln keine Aus- 
niahme von der Regel, in welche die durch die Gleichungen (5) 
definirten Grössen ^0 und B^ eingehen. 

Um ein drittes Princip zur Herleitung neuer Formeln zu 
entwickeln, werden wir die reciproke Function 0(u, v) der ge- 
gebenen Function g>{x,y) feststellen dadurch, dass wir nach 
Vorschrift von (25) der siebenten Vorlesung setzen: u = ^g>'(x), 
V = ^(p'{y). Die Auflösungen sind dann nach (27) folgende: 
X = i<Z>'(M), y = ^0\v) und die reciproke Function selbst wird: 

Die Ausführung der durch die Zeichensprache angedeuteten 
analytischen Operationen zur ßestimmung der reciproken Func- 
tion giebt: 

(") *(«■') =K^+^)'-(s+^)• 

wenn man der Kürze wegen setzt: 

(18) e = ^+^^-l. 
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Auf Grund von (|9) und der darauf folgenden Erklärung in 
der achtzehnten Vorlesung hat man nun die durch die Substitu- 
tionen (4) identische Gleichung: 

,.„ . . . ,.*(..„=(*.+& ,y-.g+^)=.(?+-). 

Da man diese Gleichung an Stelle der Gleichung (2) des Pro- 
blems nehmen kann, so sieht man, dass es erlaubt ist, in 
allen unseren Formeln folgende gleichzeitige Ver- 
tauschungen eintreten zu lassen: 

M ßlt* ßi* <*0» ^i* ^»- ^» ^0» -^It 

W ' ßo fit f « e » «^0 »^f 

Oq «1 «0 «1 Ao Ai Afl Ai 

Ke angegebenen Veränderungen der Grössen ^o und J?, ergeben 
sich aus den Werthen (6) der Substitutions-Coefficienten , welche 
durch die vorangegangenen Veränderungen keine Aenderung er- 
fahren dürfen. 

Macht man in der Gleichung (19) die Veränderungen (|6) 
und bemerkt, dass i durch diese Veränderung übergeht in: 

(«) ^=;^ + ;^-'. 

so erhält man: 

eine Gleichung, welche wie die vorhergehende (|9) durch die 
Substitutionen (4), welche die Transformationen (l) und (2) be- 
wirken, ebenfalls zu einer identischen Gleichung wird, welchen 
Werth auch X habe. 

Ein System eleganter Formeln, dienlich zu weiteren Trans- 
formationen, ergiebt sich aus dem Vorhergehenden auf folgende 
Art: 

Macht man die Auflösungen der Substitutionen (4) durch die 
Substitutionen zu identischen Gleichungen und vergleicht die Coef- 
ficienten gleicher Variabein, so erhält man: 

«•»a*-!- 6*ft«^ 1, aa + b'b' = 1 , «•a + bn' = o. 

Durch Einsetzen der Werthe (6) der Substitutions-Coefficienten 
gehen diese Gleichungen über in: 

Hesse» Analyl. Geomelr. ^g 
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^^ («0+^,)^ ^ («i + W' "" ^i* 



(«0 + W («0 + i|) ^ («1 + W («I + i.) ^" 

Macht man in den beiden ersten Gleichungen (7) die Aen- 
derungen (-20) und hierauf die Aenderung (|6), so erhält man: 

^ ßl g.« Ä 



Differenzirt man diese in l identischen Gleichungen, und setzt 
hierauf für iL entweder A« oder Ai , so erhält man mit Räcksicht 

auf (23) und (7): 

ßl . ft' i 

(25) ^''' "*" ^'^ ^"" "^ ^'' ' ^"' ^ *"^ ^"* "^ ^'^* ~ ^^ "^ ^«^ ^'' 

(«0 + ^) («0 + io)* ^ («1 + ^l) («, + hY ~ (it, - K) ^0« 

Wenn man die Grössen ^o «nd J?, als Function von cto, a„ 
Xo, X, betrachtet, wie sie durch (lo) ausgedruckt sind, und die 
Logarithmen dieser Ausdrucke partiell differenzirt nach l^ uod i,, 
so erhält man: 

1. ajffo _ l_ , 1 _ , L_ 

1 a^, _ i , 1 , 1_ 

Aehnliche Ausdrucke gehen aus der also dargestellten ersten 
Gleichung (9): 

Po' . _J?_ - 1 — - (A - ^ (X - l.) 

hervor, wenn man diese in A identische Gleichung zweimal nach X 
dlflTerenzirt und nach der Differentiation für \ setzt entweder X^ 
oder A, , nämlich: 

. J»»* +_JiL_ = J.)_L_ + _i_+__L_j. 
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Der Vergieich dieser beiden Gleichungen mit den ^beiden 
vorher abgeleiteten Gleichungen ergiebt endlich: 

Po' j_ P.» _ A ^0 

(26) 







2 


ai. 



In gleicher Weise, als das behandelte algebraische Problem 
geometrisch aufgefasst werden kann, so kann man auch einzel- 
nen von den entwickelten Formeln eine geometrische Bedeutung 
unterlegen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke j?« und ß^ als die varia- 
beln rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in der Ebene, so 
stellt die erste Gleichung (8) einen auf seine Hauptaxen bezoge- 
nen Kegelschnitt dar, und, wenn man in jener Gleichung A va- 
riiren Idsst, ein ganzes System Kegelschnitte mit denselben Brenn- 
punkten , weshalb sie confocale Kegelschnitte genannt 
werden. Betrachten wir dagegen j^o und ß^ als die rechtwinkli- 
gen Coordinaten eines beliebig gegebenen Punktes in der Ebene, 
so liefern die beiden ersten Gleichungen (7) den Beweis, dass 
durch jeden beliebig gegebenen Punkt in der Ebene nur zwei 
mit einem gegebenen Kegelschnitt confocale Kegelschnitte hin- 
durchgehen. Aber auch über die Natur dieser Kegelschnitte 
können wir uns Gewissheit verschaffen , nachdem ■ wir in dem 
Vorhergehenden die Grenzen der Wurzeln k^ und k^ festgestellt 
haben. Da nämlich beide Nenner in der ersten Gleichung (7) 
positiv, in der zweiten der erste Nenner positiv, der andere ne- 
gativ sind, so muss der eine Kegelschnitt eine Ellipse, der an- 
dere eine Hyperbel sein. 

Errichtet man in dem beliebig gegebenen Punkte, durch 
welchen die beiden confocalen Kegelschnitte gehen, Normalen 
an die beiden Kegelschnitte, so verhalten sich die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale der Ellipse mit den Coordinatenaxeu 
bildet wie: g q 



• «0 + Ao ' «1 + Ao ' 

und für die Hyperbel hat man: 

16^ 
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Dfe dritte Gletchaog (23) diest zum Beweise, dass diese Nor- 
malen^ auf einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe sagt» 
dass die beiden confocalen Kegelschnitte sich senkrecht schneiden. 
Diese Bemerkungen fassen wir kurz zusammen wie folgt: 

Confocale Kegelschnitte derselben Art schnei- 
den sich nicht in reellen Punkten. Confocale Kegel- 
schnitte verschiedener Art schneiden sich immer in 
reellen Punkten senkrecht. In Jedem Punkte der 
Ebene schneiden sich zwei zu einem in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitte confocale Kegelschnitte. 

Man erhält aus der Gleichung des Tangentenkegels einer 
Oberfläche zweiter Ordnung (20) der vierzehnten Vorlesurig die 
Gleichung des Tangentenpaares an den Kegelschnitt, in welchem 
die Oberfläche von einer der Coordinatenebenen geschnitten wird, 
wenn man die auf dieser Ebene senkrechten Coordinaten gleich o 
setzt. Bildet man nach dieser Vorschrift die Gleichung des Tan- 
gentenpaares , welches von einem durch seine Coordinaten ßo, ß^ 
gegebenen Punkte an den durch die erste Gleichung (8) gegebe- 
nen Kegelschnitt gelegt ist, so erhält man: 

Die Hauptaxen dieses Tangentenpaares sind das Linienpaar, 
welches die von dem Tangentenpaar eingeschlossenen Winkel häl- 
birt. Die Glieder der zweiten Ordnung in dieser Gleichung bil- 
den gerade den Ausdruck (22), der zugleich mit (l) durch die 
Substitutionen (4) transformirt wurde. Damit hat aber auch das 
Problem der Hauptaxen des genannten Tangentenpaares seine al- 
gebraische sowie seine geometrische Lösung gefunden, welche 
letztere sich so ausdrücken lässt: 

Die Winkel, welche das von einem gegebenen 
Punkte an einen Kegelschnitt gelegte Tangenten- 
paar bildet, werden halbirt von den beiden durch 
den gegebenen Punkt gelegten, zu dem gegebenen 
Kegelschnitte confocalen, Kegelschnitten. 

Wenn ein Punkt in der Ebene durch seine rechtwinkligeju 
Coordinaten jS«, /3, bestimmt ist, so ist derselbe auch bestunmt 
als Schnittpunkt der beiden mit einem gegebenen Kegelschnitte (8) 
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confocalen Kegelschnitte , welche durch ihn gehen. Es schneiden 
sich zwar die beiden confocalen Kegelschnitte in vier gegen die 
Coordinatenaxen symmetrisch gelegenen Punkten ; allein mit pas- 
sender Beschränkung, zum Beispiel, dass der Punkt nur liegen 
soll innerhalb des von den positiven Coordinatenaxen eingeschlos- 
senen Winkels, wird der Punkt durch die beiden durch ihn ge- 
benden confocalen Kegelschnitte unzweideutig bestimmt sein. 
Man kann daher die beiden confocalen Kegelschnitte als die den 
Punkt bestimmenden Coordinaten ansehen. Die ihnen entspre- 
chenden Werthe von X gleich Xq und X, führen den Namen der 
elliptischen Coordinaten des Punktes, dessen rechtwink- 
lige Coordinaten sind ßo und j?,. 

Die beiden ersten Gleichungen (7), in welchen man ce^ und cc^ 
als constante Grössen zu betrachten hat, sind die Relationen 
zwischen den variabeln rechtwinkligen und den variabeln ellipti- 
schen Coordinaten. Dire Auflösungen (lO) drucken die rechtwink- 
ligen durch die elliptischen Coordinaten aus. 

Es genügt aber nicht die Ausdrücke der rechtwinkligen Coor- 
dinaten durch die elliptischen zu kennen, in vielen Fällen braucht 
man auch die Differentiale der einen durch die anderen. Diffe- 
renzirt man deshalb die beiden ersten Gleichungen (7), indem 
man die rechtwinkligen Coordinaten gleich wie die elliptischen 
als Variabeln betrachtet, so erhält man mit Rücksicht auf (23): 



, 


dl» _ 


ß^ß. 
«u + io 


+ 


«. + lo 




di, _ 
2S,* — 




+ 


ß,dß, 


hieraus mit 


Berücksiciltigung 


von 


(6): 




dlo 
2B„ — 


afdßo 


+ 


b'dß,. 



|iL= a'dß, + b'dß,. 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Substitutionen (4), 
so sieht man, dass, wenn die Variabeln x,y die Werthe anneh- 
men x= dßoy y = dßi, die anderen Variabeln die Werthe er- 
halten: X = ^, Y=^^. Es ist deshalb erlaubt, in 
den Substitutionen (4) und in allen Gleichungen, 
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welche diese Substitutionen zu identischen Gleichun- 
gen machen, folgende gleichzeitige Veränderungen 
eintreten zu lassen: 

X, y, X, Y 

„ in dßo. rfft, 2^^, 2^^. 

Von den durch diese Veränderungen aus den angegebenen 
Formeln hervorgehenden Differentialformeln heben wir die erste 
hervor, welche das Quadrat des Differentiales ds des Bogens irgend 
einer Curve ausdrückt: 

(30J d*»= dßo'+dß,*= ll^+^\ . 

Wenn wir der Bequemlichkeit wegen setzen: 

(31) 

- V = («0 + h) («I + A,) , 

so geht (3o) mit Rücksicht auf (10) über in: 

(32) rf*'= ^-^l^+^l. 

Hieraus erhalten wir das Differentiale des Bogens des Kegel- 
schnittes (8), von dem ^ir annehmen wollen, dass er eine Ellipse 
sei, indem wir Aq = A, gleich einer Constanten setzen, deren 
Werth zwischen — er, und oo liegt: 

(33) rf,=?:iiHM.^. 

und hieraus ergiebt sich die Länge s des Bogens der Ellipse (8) : 

/i 

(34) ,^y^nx~AO^, 

n 

begrenzt von den beiden confocalen Hyperbeln, welchen die 
Werthe kf =^ A,° und A, == Aj' der elliptischen Coordinaten ent- 
sprechen. Nimmt man für die Grenzen des Integrals die Hyperbel- 
grenzen, so erhält man den vierten Theil des Umfanges ü der 
genannten Ellipse, und demnach: 
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(ao) . . '. v=^JV{x-x,) ' l;' 

Die Bogenelemente da^ und dai der confocalen Ellipsen und 
Hyperbeln erhallen wir aus (32): 



(36) ^ 

rf«i — 5 L, ' 

indem wir einmal l^^ das andere Mal Aj constant setzen. Dem- 
nach wird, weil alle confocalen Ellipsen alle confocalen Hyper- 
beln senkrecht schneiden, das Element der von zwei confocalen 
Ellipsen und von zwei confocalen Hy7)erbeln eingeschlossenen 
Fläche: 

(37) da, . da, .^ ^^5^) ^ ^. 

Durch doppelte Integration und Ausdehnung der Grenzen 
über sämmtUche von der gegebenen Ellipse (8) eingeschlossenen 
confocalen Ellipsen und über sämmtliche confocale Hyperbeln 
erhält man den vierten Theil des Flächeninhaltes / der gegebe- 
nen Ellipse. Man hat demnach: 

(*) ^=/7^^-^-)$^- 

—«0 —«1 

Einen einfacheren Ausdruck für den Flächeninhalt der ge- 
gebenen Ellipse (8) erhält man auf folgende Art. Man be- 
schreibe um den Mittelpunkt der gegebenen Ellipse mit dem 
Radius der grossen halben Axe einen Kreis: 






Der Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) der 
Ellipse zeigt, dass die Ordinate des Kreises sich, zu der, dersel- 
ben Abscisse entsprechenden, Ordinate der Ellipse verhält wie: 



Vi^o + ^) : j/(«. +A). 
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In demselfo«!! Veriialtnisse stehen auch die FIä<^eneleinenie k und t 
des Kreises und der Ellipse, weiche begrenzt werden von zwei 
unendlich nahen Ordinaten. Man hat daher: 

Nimmt man die Summe aller Flächenelemente des Kreises und 
der Ellipse: 2k r- K und Zi= I, so erhält man: 



I = 



^(«0 + l) 



Da aber der Elächeninhalt IC des Kreises ist: IC = 7t{tcQ + l), 
so hat man: 



(39) / == it^icc, + X) j/(a, + X), 

und daher mit Rücksicht auf (38): 

— «1 X 

m ^vw+T)i/w+^^-^f JiK-h) ^^^ 

welche Gleichung nach dem Vorhergehenden bewiesen ist für alle 
zwischen — «i und oo gelegenen Werthe von X und unter der 
Voraussetzung, dass «0 > a, . 

Von den Differential-Formeln, welche aus den in dem er- 
sten Theile der gegenwärtigen Vorlesung entwickelten Formeln 
durch die Veränderung (29) hervorgehen, heben wir ferner die, 
der Gleichung (22) entsprechende, Formel hervor: 

(xx\ S^odß^x ßt^ßtC F>^fe* I ^^*M — -^f ^V -i ^^»' l 

um auch ihr eine geometrische Bedeutung unterzulegen. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Gleichung (27) des 
von dem Punkte ß^, ß^ an den gegebenen Kegelschnitt (8) ge- 
legten Tangentenpaares. Verlegt man mit Beibehaltung der Rich- 
tung der Goordinatenaxen den Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes in den genannten Punkt, so wird die Gleicluii^ des 
Tangentenpaares rucksichtlich dieses Goordinatensystemes: 

Uo + x^ ai + x] ^Uo + x^ «i + x« ~ ' 
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voraus die DüTereotialgleichung desselben Tangentenpaares ruek- 
sichtlich des ursprunglichen Coordinatensystems hervorgeht: 

und in elliptische Coordinaten durch (41) übertragen: ' 

'**^ (v=^ip? ~ a-ioB,' - '■ 

Zerlegt man diese Gleichung in ihre Factoren und setzt jeden 
einzelnen gleich o, so erhält man die Differential -Gleichungen 
der von dem Punkte ß^, ßi an die gegebene Ellipse (8) gelegten 

Tangenten: 

dlp dl, ^ ^ 

Vi^^D.B, y^l - X,) . B, 
oder, wenn man die übersichtlichere Bezeichnung (31) einführt: 

rfig dlj 

(U) 

dL. dL 

Um nun die Länge s der Tangente auszudrücken, setzen wir 
in Gleichung (3-2) den Werth von dX^ aus einer der Gleichun- 
gen (44) ein, wodurch wir für jede der beiden Tangenten er- 
halten: 

oder: 

^g _ Va^^) . dl, , (Ao->-X).rfXt 

Bezeichnen wir aber mit 5o die Länge der ersten Tan- 
gente (44) und mit s, die Länge der zweiten Tangente von den 
Punkten an gerechnet, wo sie die gegebene Ellipse (8) berühren, 
bis zu ihrem Schnittpunkte /?o* l^i' ^^^ ^^ elliptischen Coordina- 
ten Aq, A|, so erhalten wir mit Berücksichtigung ihrer Differen- 
tialgleichungen (44): 



IW 


- 1) 


,/,, 




yß 


- 1.). 


L, 


nt. 


dX, 

- 1). 


A. 


+ 


VW- 


dlt 


'Ä 
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(45) 






«*0 = 07 " "*l H ÖJ «*!>' 



"•.^^^A-SHS,^, 



und hieraus durch Integration : 



(46) 






wenn wir annehmen , dass i,* und Tj die Werthe der elliptischen 
Coordinate Aj "seien, welche den Berührungspunkten der Tangeu- 
ten der Ellipse (8) entsprechen. 

Durch Addition der beiden Gleichungen (46) erhält man: 

/Vi 3? 



....+,=^hr=ia.,, + ,^?^.,.. 



(47) 



und wenn man hiervon den von den beiden Berührungspunkten 
begrenzten, durch (34) ausgedrückten. Bogen der gegebenen El- 
lipse (8) abzieht: 

(48) . . . 5o + 5, - « = 2 / V(Ao-Ä) ,, 

Da dieser Ausdruck aber die zweite elliptische Coordinate A, 
des Punktes ßo, /?, nicht enthalt, so bldbt er unverändert für 
alle Punkte ß^, ß^, für welche X^ eine constante Grösse ist, das 
heisst, für alle auf einer Ellipse liegenden Punkte, welche mit 
der gegebenen Ellipse confocal ist. Dem hierdurch bewiesenen 
Satze können wir folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine gegebene Ellipse einen ge- 
schlossenen Faden schlingt, und diesen durch einen 
Stift in der Ebene der Ellipse spannt, so beschreibt 
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der Stift bei seiner Bewegung eine mit der gegebe- 
nen Ellipse confocale Ellipse. 

Betrachten wir schliesslich noch den Grenzfatl, wenn der 
Punkt ßf,, ß^ der gegebenen ElUpse (8) unendlich nahe rückt. 
In diesem Falle werden alle Differenzen l'i — AJ und A^ — A 
der Grenzen der beiden Integrale in (47) unendlich kleine Grössen 
und mit ihnen auch die Integrale. Da aber der Factor j/lji^— A) 
unter dem zweiten Integralzeichen für alle zwischen den Grenzen 
des Integrals liegenden Werthe von Aq ebenfalls unendlich klein 
wird, während der entsprechende Factor j/{k — A,) des ersten 
Integrales für alle Werthe von l^ zwischen den Grenzen des In- 
tegrals endlich bleibt, so sieht man, dass in dem Grenzfalle das 
zweite Integral gegen das erste verschwindet, und dass die Aus- 
drücke (47) und (34) in einander übergehen. 



Zweiundswaiudgste Vorlesimg. 

Das Problem der Hauptaxen der Oberflächen 

zweiter Ordnung. Confocale Oberflächen zweiter 

Ordnung und elliptische Raumcoordinaten. 



Man hat am Ende der zwanzigsten Vorlesung gesehen, wie 
das Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter Ordnung 
rein algebraisch sich so ausdrücken lässt: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, welche 
die Gleichungen: 

(I) a:«+y«+z«= jr«+ r + Z«, 

(2) 9>(^.y, «) = Ao^+A,r+A,Z*, 

zu identischen Gleichungen machen, wenn die Func- 
tion g){x, y, z) gegeben ist in der Form: 

(3) - . . 9[x. y, z) = iß^ + ßty + M* - («•^* + «»y* + «t«*). 
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Indem wir dieses Problem wieder aufnehmen, werden wir 
annehmen, dass die linearen Substitutionen, welche die Trans- 
formationen (i) und (2) bewirken, mit ihren Auflösungen seien: 

(4) . . . y = i^^X + h'T + h''Z, T = ax + h'y + cz, 

z = c«^ + c F + c"Z, Z = ax + b"y + c'z. 

Dass die aufgelösten Substitutionen gerade die angegebene 
Form haben, folgt, wie man in dem zweiten Theile der neun- 
zehnten Vorlesung gesehen hat, aus der durch die Substitutionen 
identischen Gleichung (l). Aus dieser Gleichung gehen aber alle 
Formeln hervor, die wir in dem zweiten Theile der genannten 
Vorlesung entwickelt haben. Es genügt hier auf sie nur hinzu- 
weisen mit der Bemerkung, dass man überall für a, fr, c zu 
setzen hat «•, b^, c^, um für unser Problem gültige Formeln zu 
erhalten. 

Die Werthe der 9 Substilutionscoefßcienten werden wir be- 
stimmen, indem wir die drei Grössen B^^, B^, B^ einführen, 
welche durch die fdgenden drei Gleichungen oder durch ihre 
Auflösungen definirt sind: 

ß, = a'Bf, + dB, + a 'i?,, B^ = a^ft + *"/5, + c«/?,, 

(5) . . . ft = ft«Z?„+ h'B, + 6"i?„ B, = a% + b% + c%, 

ß, = ^B, + cB, + c'B,, B, = «"ft + b"ß, ^ c% 

Alsdann gehen aus der durch die Substitutionen identischen 
Gleichung (2) folgende 9 Gleichungen hervor: 

«0+^0* «1+^0* «f + ^0 

Die erste von diesen Gleichungen erhält man, wenn man 
die durch die Substitutionen (4) identische Gleichung (2) partiell 
nach x differenzirt und hierauf Jr=i, F=0, Z=o, und zu- 
gleich X = a", y = b^, z ^=^ c^ setzt. In gleicher Weise erhält 
man die übrigen Gleichungen. 
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Die SubstitutionscoefBcienten sind ia den Gleichungen (6) 
durch die sechs unbekannten Grössen B^,, B^, B^, l^,, X^, A, aus- 
gedruckt. Um die Werthe der letzteren lestzustellen, dienen die 
Gleichungen: 



«e+^ «1+^ «t+^ ' «0+^ «0+^1 «0+^ 



«0+^1 «l+^t ««+At ' «2+^ «t+^l «2+^«' 

welche aus (6) dadurch hervorgehen, dass man die Horizontal- 
Gleichungen multiplicirt mit ß^, ß^, ßt und mit Berücksichtigung 
von (ö) addirt, oder, dass man die Verticalgleichungen multiplicirt 
mit Bq, Bi, Bf und addirt. 

Die^ beiden ersten Gleichungen drücken aus, dass die Un- 
bekannten lo, l^, If die Wurzeln sind folgender in A kubischen 
Gleichung, die drei anderen, dass die bekannten Grössen «o» ^t» <*t 
sich als die Wurzeln folgender kubischen Gleichung in er beti*ach- 
ten lassen: 

^^f"ao+l^ «i+X^ «i + A ' a+Ao^ «+A, «+A,~'- 

Nach Feststellung der W^urzeln der ersten cubischen Glei- 
chung (8) bleibt noch übrig die Werthe der Quadrate der letzten 
Unbekannten B^, B^, B^ durch Auflösung des zweiten Systemes 
Gleichungen (7) zu berechnen. Diese Berechnung geschieht am 
einfachsten in folgender Art: 

Da K»K> ^t ^^^ ^ti»^x» ^t die Wurzeln der kubischen Glei- 
chungen (8) sind, so hat man identisch: 

(«0 + A) («t + X) («, + A) - A«(«, + X) («, -1- A) 

- /3/(«. + A) («0 + A) - ft'K + A) [a, + A) 

= (A - Ao) (A - AO (A - A,), 



(9) 



(« + h) (« + A,) (« -f. A.) - 2?,«(a + A,) (« + A,) 
- B,^[ct + A,) (« + Ao) - Bf\a + AJ {u + A.) 
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Setzt man in diesen Gleichungen für l nach einander 

— «0, — «,, — «,, und für « ebenso — Iq, — Aj, — A,, so 
erhält man: 

O t_ («0+^o) (tfp+^l) («0+ ^t ) ff t _ («0+ ^o) («1+ ^o) («t + ^X 
/iftN g I_ («t +^ ) («. + ^i) («1 + A») » «^ («0+ ^l) («1+ i«) («. + ^1) , 

^'^^'^* — (ai-«,)(«i~«o) ' ^ ~ (X, - ^) (X| - ^ 

Aus der in i kubischen Gleichung (8) ersieht man, wenn 
man voraussetzt: 

(II) «0 > «1> ««» 

dass, welche Werthe auch die Grossen ß^, ß^, j3, haben mögen, 
die Wurzeln jener Gleichung liegen: 

die grösste Wurzel k^ zwischen + cx) und — a, , 

(12) . . die mittlere Wurzel A, zwischen — - «, und — «, , 

die kleinste Wurzel X, zwischen — a^ und — «o. 

Deshalb sind auch die Ausdrücke ^o*» ^i'» ^t *" (lO) sämmt- 
lidi positiv und die Ausdrücke (6) der SubstitutionscoefBcienten 
reell. 

Von den angeführten Formeln braucht man nur die eine 
HSlfTe aufzustellen, die andere ergiebt sich von selbst nach dem 
Prinzipe, welches wir jetzt entwickeln wollen. 

Durch Multiplication der drei ersten Gleichungen (5) mit 
x,y,z und Addition erhält man mit Rücksicht auf (4): 

(13) ß,x + ß,y + ß^z = B,X + B,Y+ B,Z. 

Mit Hülfe dieser Gleichung geht aber die Gleichung (2): 

(14) ..(ß^ + ß,y + ß,z)'-- («0^+ «y + a,z^=X^+ 1^ Y*+ l.Z' 

über in: 

(l5)...(^o^+^i r+B^Z)^^{X,X'+X^ r*+ltZ')=a,x'+ay+a^. 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen (l) 
und (14) zu identischen Gleichungen machen, und die Substitu- 
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tionen dadurch bestimmt und, so machen die Auflösungen die- 
ser Suhsütutionen die Gleichungen (i) und (15) zu identischen 
Gleichungen und sind ebenfalls bestimmt. Daraus ergiebt sich 
aber folgende Regel zur Ableitung neuer Formeln: 

Es ist erlaubt in allen Formeln, die aus den Sub- 
stitutionen (4) hervorgehen, welche die Gleichungen 
(]) und (2) zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen. 

„ X, y, z; or^, «,,«,; ß^, /?,, j5,; 6^ c\ c\ 
„ JC, ¥, Z; ^Q, ^i, If't B^y Bi, B^; a , a ,b , 

Zieht man die mit einem willkürlichen Factor l multiplicirte 
Gleichung (i) ab von (14), so erhält man: 

{ßo^ + ßty+ßtzY- {(«0 + ^)a*+ («,+ Ay + (...-h A)z*} 

'^^ ' " . = (A. - A) J^ + (k, ~ A) r + (A, - A)Z*. 

Wenn man diese Gleichung an die Stelle der Gleichung (2) 
des Problemes setzt, so sieht man, dass man in allen zur 
Lösung des Problenses entwickelten Formeln fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen eintreten lassen 
kann: 

>t ^Of ^l> ^tf A-o, A. , A«J 

(18) . . 

„ in a^ + ly «i + l, a^ + X; A« — l, A, — A, A, — A. 

Ein drittes Prinzip, nach welchem die zur Auflösung des 
Problemes dienlichen Formeln verändert werden können,. ergiebt 
sich aus der folgenden Betrachtung: 

Setzt man, um die reciproke Function 0{u, v, tv) der in (3) 
.gegebenen Function g){x, y, z) zu bestimmen, nach Vorschrift 
von (26) der siebenten Vorlesung: 

so erhält man nach (27) die Auflösungen dieser linearen Glei> 
chungen: • ^v n , ^'/ x i ^v x 

und die reciproke Function selber wird: 

0{u, V, fv) = ^ {u0Xu) + vO\v) + wO\fv)Y 
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Die hier angedeuteten analytischen Operationen zur Bestim- 
mung der reciproken Function 4>(ti, v, w) führen wir am ein- 
fachsten in folgender Art durch. 

Wir setzen, um abzukürzen: 

ß^ + ßty + ßfZ = B, 

«U «I «2 

Alsdann sind die drei Gleichungen aufzulösen: 

« = Wi^) = ßo^ — «0^. 

^ = W(y) «= ßi^ — ««y» 

^ = h9>\z) = ßt^ — «««• 

Multiplicirt man dieselben mit ^» ^» ^ und addirt, so erhält 
man: 

^u + ^v + ^fv = (i + i) B ^ B, 

«j cf, a, 

und hieraus: 






Man erhält demnach die gesuchten Auflösungen, wenn man in 
den so dargestellten drei Gleichungen: 



«0 


1 


y=f«- 


1 


«1 


1 

— w 

«2 



für B den zuletzt gegebenen Werth setzt. Durch Mulüplication 
dieser drei Gleichungen mit u,v,w, und Addition derselben er- 
hält man dann die gesuchte reciproke Function: 

in welcher (e) die Bedeutung hat: 

(20) e ^. &! + ^ + &! _. ,. 
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Auf Grund von (i9) und der darauf folgenden Erklärung in 
der achtzehnten Vorlesung hat man demnach die durch die Sub- 
stitutionen (4) identische Gleichung: 

i^,j •»('■''■')=(^+l;»+Ä')"-'(C + ^ + f) 






Da man nun <Hese Gleichung mit der Gleichung (2) des Pro- 
blems vertauschen kann ohne die Substitutionen (4) zu ändern, 
so sieht man, dass es erlaubt ist, in allen unseren For- 
meln folgende Veränderungen zu machen: 

, , ff ßnf ^1» A» «o> «1* ««J ^0» ^1» hf ^09 ^1» ^t 

(22)... 

, in A, A, A. J_, _i., J_; ±, J?, ±; !^, !^. !^. 

«0 «I «t ' «0 «I «« ' ^ ^1 ^t ^ ^1 ^t 

Denn da die Werthe der neun Substitutionscoefftcienten (6) sich 
durch die ersten von diesen Aenderungen nicht andern dürfen, 
so mfissen die drei letzten Grössen ß^, B^, B^ eben die angege- 
benen Veränderungen erhalten. 

Die Veränderungen (18) in (21) lassen, wenn man setzt: 

(^) ^=«/;-.+^+^-'- 

folgende durch die Substitutionen (4) in l identische Gleichung 
hervorgehen : 



(24) 






An das Vorhergehende reiht sich ein System eleganter For- 
meln an, welches, zu ferneren Transformationen dienlieh, sich 
fast ohne alle Rechnung sofort hinschreiben lässt. 

Setzt man die Werthe der Substitutionscoefticienten (6) in 
(16) der neunzehnten Vorlesung ein, so erhält man: 

Hesse, Anaiyt. Geomelr. |7 
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r + 



■(«„ + io)« ^ («. + 1»)' («. + io)' ~ Äo' 

^ ""^ («0 + ^.)' ^ («.+-1,)* ^ («, + il.)» Jti* 

' ■ («„+..1,)« ^ («, + 1,)' ^ («, + W* Ä.» 



Die erste Gleichung (21) «1er 19. Vorlesung ab"— a"b'= <;•, 
sowie . auch jede andere des Systemes , geht in gleicher Weise 
mit Berfickachtigiing von (lOj über in: 

■(27)*oJ9.^A-W.-io)(^-i.)+M./J.(«.-«,)(«,-««)K-«,)=o. 

Macht man in den drei ersten Gleichungen (7) die Aende- 
rangen (22) und hierauf die Aenderungen (18), so erhält man: 
ßo* ^ ß,' j. fe' _ £^. 



(«„+!„) K+l) ',(a, + i«)(a,+ X) ' («,+-lo)(«.+ i) k,- »■ 
ß,* ^ ^P.« j. <».• E 



(a„+l,)(a,+i) ^ («,+lj)(«,+ i) • («,+X,)(a,+i) ij— i" 

Differenzirt man diese in X identischen« Gleichungen nach l 
und setzt hierauf fOr A entweder i, oder A, oder ij, so erhält 
man mit Rücksicht auf (2d) und (7) : 

fe* ■ (Jj! ■ , U.' 1 

(ag^l,) (a„+i„)»^(«i+i|) («i+V«^ (a,+i.) («,+il«)'"~'(i,-lo)Ä«» 

fe' I P.* , _fc' _^ J , 

gp ' I gj' , fe' i , 

—ftl' + ftL I P .' __J_^, 

fe' I Pi' I ^__ ^ \ , 

ßl I ß,* , <?»*_ ! 
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Wenn man die Grössen B^ B^, B^ als Functionen von «o» (V|, ^t 
und Aq, li, il| betrachtet, me sie durch (lO) ausgedruckt sindi. und 
die Logarithmen dieser Ausdrücke partiell diflerenzirt nach Iq oderli 
oder Is» so erhält man : 

2 dB^__ l , _1_ , _L_ , _i_ . 1 



2_. »*1 ^ _1 . _1__ + _1 _ . ^ . _JI 

2 a^ 1 . 1 . _j _ . _i_ . 1 

Tt' Sit ~~ a«+X,'^ «i + it «,+ 1. "^io-lt"*" l.-l. 

D? man aber ähnliche Ausdrücke erhält durdh zweimalige Diffe- 
rentiation der also dargestellten identischen Gleichung (9): 

nach l und Veränderung dieser variabeln Grösse in ü,, 1,, ilt, 
nämlich : 

(«„ + 1,)' ^ (a, + 1.)» "»■ («, + !.)> — 

-~. Ä„»)a„+ io ■•' «I + lo "^ «i + io "^ 1| - lo "^ i. - U 

L»_J_ 4- _J 4. _i_ -U-li I -'-i 

(«0 + i.)' ^ («1 + it)' ^ («. + *.)' 

_ J_L J_. + _J_ + -J_ + - ' + -J- I. 

~~ Ä,»j«o + i, ^ a, + i, ^ «,+ i, ^ lo - ij li — M 

SO ergiebt sich aus dem Vergleich dieser drei Gleichungen mit 
den drei vorhergehenden: 

(«0 + lo)' "^ («. + ilo)' («s + hY B* d ^0 

17* 
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Um endlifii dieses , zum grössten Theile von Jacob! ent- 
wickelte, System von Formeln zu vervollständigen, fügen wir noch 
folgende hinzu: 

welche sich aus den drei ersten Gleichungen (10) ohne Schwie- 
rigkeit ergieht. 

Allein durch Zusammenstellung der angegebenen Formeln 
geht folgendes System hervor, wenn man berücksichtiget, dass 
auf Grund von (lO) ist: 



nämlich : 



vAo A| Ao </*0 *l "~" *J 



ax h"y c\ _ ^dS^^ _ 1_,^ 2 

«0 + ^0 «1 + ^0 «t+^o ^0 ^h B^ dXo 

Die erste von diesen Gleichungen wird erhalten, wenn man 
die erste Gleichung (30) mit B^B^^X, die erste Gleichung (29) mit 
B^BiY, die zweite* Gleichung (29) mit Bf^B^Z multiplicirt und alle 
drei Gleichungen unter Berücksichtigung von (6) und (4) addirt. 
Ebenso wird die zweite Gleichung (32) erhalten, wenn man die 
erste Gleichung (29) mit B^B^X, die vierte Gleichung (29) mit 
B^BiY, die Gleichung (3J) mit ^,Ä,Z multiplicirt und addirt. 
Die dritte Gleichung (32) erhält man endlich ,' wenn man die 
zweite Gleichung (29) mit Bf^B^X, die Gleichung (31) mit B^B^Y, 
die fünfte Gleichung (29) mit B^B^Z multiplicirt und addirt. 

Multiplicirt man die drei Gleichungen (32) der fteihe nach 
mit Xy F, Z, und addirt unter Berücksichtigung von (4), so er- 
hält man: 

"^ 4- —t__ -f. ^^ 



, X «0+^ «1 + ^0 a« + ^ 

B.dlo B, dl/ B, dlo ^ B^dK '^^B^Tl,' 

eine Gleichung, welche duich die Substitutionen (4) zugleich mit 
(I) und (2) eine identische wird. 
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Wir erwähnen ferner des Sysleraes Gleichungen, welches 
aus (32) dadurch hervorgeht, das8 man den Variabein die Werthe 
zuertheilt: a? = j3o> y =^ ßt, ^ = A uwd demnach A' = ^„, 
Y=Bi, Z=Bt, nämlich: 



m 






«1+^ 



= 0, 



«0+^ .«1+^ «t+^ 



Um die erste von diesen Gleichungen in der angegebenen 
Form nachzuweisen, bedarf es freilich noch der Reduction 

-^ g' — ^ = 1, die sich aber umgehen lasst, wenn man 
an die Stelle der ersten Gleichung setzt die erste Gleichung (25), 
welche mit Berücksichtigung von (6) ohne Weiteres die ge- 
wünschte Gestalt annimmt. 

Wir bringen endlich die Substitutionen (4) in Erinnerung: 
a\x + h''y + c^^z = X, 

(35) ax + b'y + cz ^ 1\ 

d'x + h"y + c'z = Z , 
um sie mit den beiden vorhergehenden Systemen Gleichungen zu 
einer neuen Gleichung zusammen zu stellen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die linken Theile der Glei- 
chungen (34) als die erste Horizontalreihe der Componenten ei- 
ner Determinante A", die linken Theile der Gleichungen (35) als 
die zweite Horizontalreihe, und die linken Theile der Gleichun- 
gen (32) als die dritte Horizontalreihe der Componenten dersel- 
ben Determinante, so haben wir nach Satz (31) der siebenten 
Vorlesung von der Multiplication der Determinanten: 



(36) 



JT: 



«0 + ^0 


«1 + ^0 




X, 


y> 


z, 


X 


y , 


z 


«o + ^o' 


«, + ^0 


«.+ io 



Denn der zweite Factor, die Determinante ^, gebildet aus den 
neun ^ubstitutionscoefficienten, ist nach (20) der neunzehnten Vor- 
lesung = 1. 
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Wenn wir in gleicher Weise die Determinante K aus den 
rechten Theilen der angegebenen Gleichungen bilden, so erlial- 
ten wir mit Rucksicht auf (I4) der siebenten Vorlesung: 

_2^ a^j ^ 2 dB, ^ 2 dB^ ^ 2 

B^ die 



(37)..A^= 



'Bo 



2 dB, y 2 dB2_ y 

57* axo ' B^ aio 



dB^^ 



By dK 

oder, Menn wir diese Determinante entwickeln und für die par- 
tiellen Differentialquotienten die oben angegebenen Werthe ein- 
setzen: 

(38) K= -^^^^^;^^^ 

Wir haben demnach die durch die Substitutionen (4) iden- 
tische Gleichung: 



(39) 









X, 


y. 


z 


X 


y 


\ z 



«0+^ «1+^ «2+^0 

Diese Gleichung ist im Grunde nichts Neues. Denn, sie 
führt vollständig entwickelt auf die Gleichung (31) der neunzehn- 
ten Vorlesung zurück. Sie ist aber von Bedeutung wegen der 
Form, in der sie hier auftritt. 

V^ir gehen über zur geometrischen Interpretation einzelner 
Gleichungen, welche wir in dem Vorhergehenden entwickelt haben. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Grössen ß^, ßx, ßt als 
die variabeln rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Räume. 
Unter dieser Voraussetzung stellt die erste Gleichung (8) eine 
auf ihre Hauptaxen bezogene Oberfläche zweiter Ordnung dar. 
Lässt man in ihr X variiren, so erhält man ein ganzes System 
Oberflächen zweiter Ordnung von der Eigenschaft, dass ihre 
durch irgend zwei Hauptaxen gelegten Schnitte, welche, wie be- 
kannt, Kegelschnitte sind, dieselben Brennpunkte haben. Solche 
Oberflächen nennt man confocale Oberflächen zweiter 
Ordnung. Ihr analytischer Austlruck Ist die Gleichung (8) mit 
veränderlichem Werthe von X. 
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Betrachten wir den Punkt im Räume als einen gegebenen 
durch seine (Koordinaten ß^^, ßt, ß^, so beweist das erste System 
Gleichungen (7), dass durch den gegebenen Punkt drei verschie«* 
dene confocaie Oberflächen hindurchgehen. Die eine von diesen 
Oberflächen ist ein Ellipsoid, weil alle drei Nenner in der er- 
sten Gleichung positiv ^nd. Die zweite Oberfläche ist ein erstes 
Hyperboloid, weil ui der zweiten Gleichung der dritte Nenner 
allein negativ ist. Die dritte Oberfläche ist ein Hyperboloid der 
zweiten Art, Meli die beiden letzten Nenner in der dritten Glei- 
chung negativ sind, während der erste positiv ist. 

Jede von den drei Arten confocaler Oberflächen erfuitt den 
ganzen unendlichen Raum, weil filr beliebige Werthe der Coor- 
dinaten ßo, j3, , /3, immer Wurzeln der kubischen Gleichung (8) 
gefunden werden, welche zwischen den in (12) angegebenen Gren- 
zen' liegen. 

Lässt man l abnehmen von oo bis — a^, so wird das für 
k = oo unendlich grosse Ellipsoid immer kleiner bis es endlich 
in die Fläche der Ellipse fallt, welche durch die Gleichung aus- 
gedrückt ist: 

(40) _-ft'- - + iL = ,. 

Diese Fläche bildet die Grenze zwischen den Eilipsoiden und 
den Hyperboloiden der ersten Art. Das Hyperboloid der ersten 
Art in dieser Grenze fällt zusammen mit dem Theile der /J^^iEbene, 
welcher von der genannten Ellipse ausgeschlossen ist. Nimmt l 
weiter ab von — a, bis — er,, so .bildet in der letzten Grenze 
die Fläche der in der ßoßJEibene liegenden Hyperbel : 

(41) -^ &^ = 1 

die Grenzen der Hyperboloide der ersten Art und der Hyperbo- 
loide der zweiten Art. Die andere Grenze der Hyperboloide der 
zweiten Art bildet die /3,ft Ebene. 

Zwei confocaie Oberflächen derselben Art können sich 
nicht in reellen Punkten schneiden , weil für einen reellen 
Schnittpunkt ß^ /5, j5, die Wurzeln der kubischen Gleichung (8) 
dann nicht zwischen den in (12) angegebenen Grenzen liegen 
wurden. 
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Die Cosinus der Winkel, welche die in deni Punkte ßoßtßt 
an die drei durch ihn gehenden confocalea Obefflächen (7) ge- 
legten Tangentenebenen mit den Coordinatenebenen bilden, ver- 
halten sich bekanntlich wie: 



ß» . 


ß, 
«t + h 


ft 


«0+*« ■ 


• «, + X, 


ß« 


ft 


ft 


«0+1. 


■ «1 + 1. 


' «. + i. 


ß« 


ft 


. ß^ 



«0 + ^t ' «1 + ^2 ' «2 + ^2 

Die aus diesen 9 Ausdrucken zusammengesetzten Gleichun- 
gen (26) beweisen , dass die genannten Tangentenebenen auf ein- 
ander senkrecht stehen. Diese Bemerkungen fassen wir in einem 
Satze zusammen Me folgt : 

Confocale Oberflächen derselben Art schneiden 
sich nicht. Confocale Oberflächen verschiedener 
Art schneiden sich immer in reellen Punkten senk- 
recht. In jedem Punkte des Raumes schneiden sich 
drei mit einer gegebenen Oberfäche zMeiter Ordnung 
confocale Oberflächen. 

Wenn man, um die geometrische Bedeutung der Glei- 
chung (24) festzustellen , von einem durch seine Coordinaten 
ßo ßi ßt gegebenen Punkte im Baume an die Oberfläche (8) einen 
Tangentenkegel legt, so wird die Gleichung desselben nach Vor- 
schrift von (20) der vierzehnten Vorlesung: 

Die Summe der Glieder zweiler Ordnung in dieser Gleichung 
ist gerade der Ausdruck, der in (24) durch die Substitutionen (4) 
transformirt worden ist. Durch diese Transformatton ist zugleich 
das Problem der Hauptaxen des Tangentenkegels gelöset. Die 
Auflösung des Problemes ist in Betreff der neun Substitutions- 
coefficienten unabhängig von dem besonderen Werthe von A in 
(42) und kann nach dem Vorhergehenden deshalb in Worten also 
wiedergegeben werden: 

Die Tangentenkegel, welche von einem beliebig 
gegebenen Punkte als Spitze an confocale Oberflä- 
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flächen zweiter Ordnung gelegt werden, haben die- 
selben Richtungen ihrer Hauptaxen. Die durch den 
gegebenen Punlct gelegten Tangentenebenen an die 
drei, durch ihn gehenden, confocalen Oberflächen 
schneiden sich in den allen jenen Tangeutenkegein 
gemeinschaftlichen Hauptaxen. 

Ein Punkt im Räume bestimmt die drei durch ihn gelegten, 
mit einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung confocalen, 
Oberflächen. Umgekehrt ist der Punkt bestimmt durch die drei 
confocalen Oberflächen, welche durch ihn gehen. Diese drei 
Oberflächen bestimmen zwar, indem sie sich schneiden, 8 ver- 
schiedene Punkte. Allein , unter angemessener Beschränkung, 
zum Beispiel, dass der Punkt nur positive rechtwinklige Coordi- 
naten habe, wird, derselbe durch die drei durch ihn gehenden 
confocalen Oberflächen unzweideutig bestimmt sein. Wir werden 
in dem Folgenden diese Beschränkung festhalten, in dieser Vor- 
aussetzung bestimmen die rechtwinkligen Coordinaten jS^, ßt, j3, 
eines beliebig gewählten Punktes p im Räume auch die drei Wer- 
the von I gleich Xq, A, , JL,, welche den drei, durch den Punkt 
gelegten , confocalen Oberflächen (7) entsprechen ; und umgekehrt 
sind durch letztere die rechtwinkligen Cordinaten ß^, |5,, /J, des 
Punktes p unzweideutig bestimmt. 

Diese drei Wurzeln Xq» ^i» ^ ^^^ kubischen Gleichung (8) 
fuhren den Namen der elliptischen Coordinaten des Punk- 
tes im Räume, dessen rechtwinklige Coordinaten sind ßo*ßi,ßt- 
Ihr geometrisches Bild sind die drei, durch ihn gehenden, con- 
focalen Oberflächen. Durch letztere wird in ihrer unendlich na- 
hen Aufeinanderfolge der unendliche Raum zertheilt in recht- 
winklig« Parallelepipeden , wie dasselbe in ähnlicher Weise in 
dem rechtwinkligen Coordinatensystem durch die Coordinaten- 
ebenen in ihrer Aufeinanderfolge geschieht. Die Summe aller 
dieser Parallelopipeden , welche innerhalb einer gegebenen Ober- 
fläche liegen, bestimmen den körperlichen Inhalt der Oberfläche. 

Die Cui'ven , in welchen sich zwei confocale Oberflächen 
zweiter Ordnung schneiden, nennt man Krümmungscurven. 
Durch jeden Punkt des Raumes gehen also drei in dem Punkte 
auf einander senkrecht stehende Krümmungscurven. Die eine 
schneidet sämmtliche confocale Eilipsoide, die zweite sämmtliche 
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eonfocale Hyperboloide der ei*sten und die dritte sämmtliche con- 
focale Hyperboloide der zweiten Art senkrecht. Krummungs- 
curven, welche auf ein und derselben confocalen Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen, heissen Krümmungscurven dieser 
Oberfläche. 

Die Krümmungscurven einer Qberfläche zweiter Ordnung 
kann man nach dem Vorhergehenden eintheilen in zwei Arten. 
Die Krümmungscurven der einen sowie die Krümmungscurven der 
anderen Art schneiden sich nicht. Dagegen schneiden die Krüm- 
mungscurven der einen Art die Krümmungscurven der anderen 
Art senkrecht. 

Die Krümmungscurven einer gegebenen Oberflache zweiter 
Ordnung zertheilen demnach in ihrer unendlich nahen Aufeinan- 
derfolge die Fläche in unendlich kleine Rechtecke. Die Summe 
dieser Rechtecke giebt den Flächeninhalt der Oberfläche. 

Der analytische Ausdruck der Krümmungscurven in ellipti- 
$>chen Coordinaten sind zwei von den Gleichungen: 

in welchen die Werthe der Constanten Cj,, ^j, C^ beliebig zu 
wählen sind aus den in (12) angegebenen Grenzen. In recht- 
winkligen Coordinaten sind es zwei von den in (7) angegebenen 
Gleichungen. 

Zur Transformation eines in rechtwinkligen Coordinaten ge- 
gebenen Ausdruckes in elliptische Coordinaten dienen die drei 
ersten Gleichungen (10). Zu den Diß'erentialen der rechtAvinkli- 
gen Coordinaten, ausgedrückt durch die elliptischen Coordinaten, 
gelangt man auf folgendem Wege. 

Differenzirt man die Gleichungen (7), indem man ebenso die 
rechtwinkligen als die elliptischen Coordinaten als variabel be- 
trachtet, die Grössen a^, »,, o, aber als constant, so erhält man 
mit Berücksichtigung von (6): 



(43) 1^ = adß, + b'dß,^+ cdß,. 



^l^adß, + l^'dß, + c"dß,. 
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Der Vergleich dieses Systemes Gleichongen mit den Sub- 
stitutionen (4) erweiset folgenden Satz: 

Es ist erlaubt, sowohl in den Substitutionen (4)» 
als in allen den Gleichungen, welche diese Substi- 
tutionen zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gepde gleichzeitige Veränderungen zu machen: 

a?, y, 2; ^, y» z, 

(♦■^) .« ,^ .^ dX„ jilt^ jUi 



dßo, dß,. dß,; ^^, 



2B, 



Von den durch diese Veränderungen aus den entwickelten 
Formeln hervorgehenden Diflerentialformeln heben wir nur drei 
hervor. Erstens die aus (39) hervorgehende DitlerenUalformel : 



(^5) 



«0 + ^0 «i + ^0 «t + K 
dß^, dßi, rfft 

«fo "1" ^ «f| ■}" ^ *** + ^0 



==Q{K-K) ^«' dl, dl, + (X, - Xo)B,*dX,dX,+ {X, - X,) B,^dX,dX,} 

1 



wo ö - = 



4Äo»Ä,Ä,(X,-Xo)ao~ii) 



Auf die Bedeutung dieses Ditferentialausdruckes werden wir 
in einer späteren Vorlesung, die über die Krümmungscurven 
der Oberflächen im Allgemeinen handeln wird, wieder zurück- 
kommen. 

Wir fähren zweitens die aus (33) hervorgehende Differential- 
Formel an: 



(46) 



«0 + ^ 

dB 



dfii* 



«I + ^0 «2 + ^0 



2Ä„' 



axo ° 2Ä,8 dXo * 



1 a^t 



2i9j» axo 



rfA,* 



1 



B,^B, dXo 



^^' rfAorfX, + ^ 



^0*^4 axo 



^XorfA-, • 



von welcher wir in der folgenden Vorlesung Gebrauch machen 
werden. . 
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Drilteiis niacheo wir auf die aus Gleictiung (l) hervorgehende 
Differential-Formel aufmerksam: 

(47) . . . dß,* + dß,* + dft* = ij-^ + -^ + -^^1 . 

welche das Quadrat des Differenüales d$ Ae& Bogens irgend einer 
Curve darstellt, auf der einen Seite ausgedrückt durch recht- 
winklige, auf der anderen Seite durch elliptische Coordinaten. 

Setzen wir, um diesen Differential-Ausdruck ühersichtUcher 
zu machen: 

A^ = («0 + ^J («1 + K) K + ^o), 

- ^.•= K + ^i) («, + A,) («,+ A,), 

(48) 

^,*= {«. + K) («. + h) K+ A,). 

P = (i, _ i.) (A. _ i.) (A, _ i,). 
so erhalten wir: 

Hieraus ergeben sich die Differentiale da^, da,, da^ der 
Längen der Krünimungscurven , welche auf den confocalen El- 
lipsoiden, den confocalen Hyperboloiden der ersten, den confo- 
calen Hyperboloiden der zweiten Art senkrecht stehen: 



rfa,= ^ 



V(i,-x,)^ 



(50) d«I = i v7T= 



da = ' ^^h 

und aus dem letzteren der ganze Umfang IT der Krümmungs- 
curve, in welcher sich das EUipsoid 1, = C^ und das Hyper- 
boloid A, = C, schneiden, durch Integration und Multiplicaüon 
mit 4: 

(51) '.... ü = ij ^(ito - 't.) I^(.h - ^) a lt , 

— «0 

wobei zu bemerken ist, dass nur der eine Zweig der Krummungs- 
curve in Betracht gezogen worden ist. 
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Wenn A, den Werth — a, erhält, so fällt das diesem Wer- 
the entsprechende Hyperboloid in die j^o ßt Ebene des Coordina- 
tensystems, und die. in Rede stehende Krümmungscurre gebt 
über in den Kegelsq^nitt, in welchem das £Uipsoid von der 
/^o/^i Ebene geschnitten wird. Deshalb geht auch der angegebene 
Ansdruck ü in diesem Falle aber in den Ausdruck (36} der vor- 
hergehenden Vorlesung, wenn mau überdies X^z^k setzt. 

Wenn man die Bogenelemente c/a, und da^ multiplicirt, so 
erhält man das Flächenelement dF des Ellipsoides il^ = C«: 

(^2) dF= ^ - (^1 - ^^ ^(^" - ^^) y(^'^ ) dl, dl, ^ 

woraus durch doppelte Integration und Multiplication mit 8 der 
ganze Flächeninhalt F des Ellipsoides Ao = C^ hervor- 
geht: 

—«1 — «t 

(53) F=2 I fi^t - A,) V(l, -^ IQ Kä;~I7) äl, dl, ^ 

— «0 — «1 * * 

Um diese Formel zu prüfen, setzen wir 1^ = — a,, in wel- 
chem Falle F den doppelten Flächeninhalt der Ellipse (40) geben 
nmss, deren einfacher / aus (38) der vorhergehenden Vorlesung 
erhalten wird, wenn man l = — «, setzt. Man sieht aber in 
der That, dass, für A == A© = — er,, wenn man die gleichen 
Factoren des Zählers und Nenners in F unterdrückt , wird : 

2/= F. 

Man erhält endlich das Körperelement dE, wenn man die 
Bogenelemente <lao, da,, cfa, multiplicirt: 

(64) dE= i' (Aq -- ^i ) (Aq -- 1%) (A, — Xg) d lp dl, dl,^ 

woraus durch dreifache Integration und Multiplication mit 8 der 
kubische Inhalt E des Ellipsoides Ao::;^^^ hervorgeht: 

— «1 — tt% Aq 
{bi). . .E=f I Ax» - X,) (X. - lA (X, - U) di^ dX, dX,. 

— «0— a, — «2 
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Direct findet man den kubtechen Inhalt E des EUipsoides 
in folgender Weise. Man beschreibe um den Mittelpunkt des 
Ellipsoides mit der grössten Axe als Radius eine Kugel: 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der ersten Gleichung (7) 
(fes Ellipsoides lehrt, dass jede auf der grössten Axe des Ellip- 
soides senkrecht stehende Ebene das Ellipsoid in einer Ellipse 
und die Kugel in einem Kreise schneidet, deren Flächeninhalte 
sich verhalten Mie: 



In demselben Verhältnisse stehen auch die körperlichen In- 
halte des Ellipsoides E und der Kugel K, Man hat daher: 



Setzt man nun für K den bekannten Werth für den Inhalt der 
Kugel, so hat man: 



(56) . . . Ä= I YK + K) l/i^i + K) J/K + AJ • «. 

Man hat daher mit Rucksicht auf (55) die merkwürdige Integral- 
Formel : 

J J J AqAiA^ 



Ein specieiler Fall der elliptischen Haumcoordiuateu , mit 
deren Hülfe wir die vorangegangenen integralformeln fanden, 
sind die elliptischen Kugeicoordinaten. Man wird auf 
sie geführt durch die Annahme, dass die Grössen ct^, «,, a^ Kich 
sämmtlich der Grenze Null nähern. 

Diese Redingung drücken wir dadurch aus, dass mr setzen: 

(58) «0 = ««°» «I = ««'» «j= ««' 

und annehmen, dass der Factor e sich der Grenze Null nähere, 
wohrend die Grössen a", a\ a" irgend welche gegebene endliche 
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Werthe behalten. Da nun die elliptischen Coordinaten lo^^tf^t 
zwischen den in (12) angegebenen Grenzen liegen, so werden wir 
setzen : 

(59) ü,, = A», A, = sl\ A, = £A". 

um mit endlichen Werthen von A®, k\ A" zu operiren. 

Die Grössen A®, A', A" sind nun diejenigen, welche wir Ä- 
liptische Kugelcoordinaten nennen. 

Die Relationen zwischen den rechtwinkligen Coordinaten 
und den elliptischen Kugelcoordinaten erhalten wir durch Ein- 
setzen der Werthe (58) und (59) in die drei ersten Gleichungen (7), 
nämlich: 

ßo' + ß,* + ßf* =i'. 

(««) ir¥T+^T+?^ = ''' 

Was die Grenzen der elliptischen Kugelroordinaten anbelrifll, 
so entnehmen wir aus (12), dass von diesen Coordinaten: 



(61) 



die grösste A° liegt zwischen oo und ö, 
die mittlere A' zwischen — a" und — a , 
die kleinste A" zwischen — «' und — a°, 
vorausgesetzt, dass: «•>«'> a\ 



Hiernach stellt die erste Gleichung (60) ein System con- 
centrischer Kugeln dar, die zweite und dritte Gleichung ein Sy- 
stem confocaler Kegel, deren Spitzen in dem gemeinsamen Mit- 
telpunkte der Kugeln liegen, im Uebrigen wiederholt sich an 
diesen drei Arten Oberflächen das, was wir von den drei Arten 
confocaler Oberflächen ausgesagt haben. 

Die Curven, in welchen die genannten Kegel die Ku- 
gel, deren Radius j/A" = i ist, schneiden, nennen wir sphäri- 
sche Kegelschnitte.' Es sind dieses die Schnittcurven von 
beliebigen Kegeln zweiter Ordnung mit einer Kugel, deren Ra- 
dius = I und deren Mittelpunkt in der Spitze der Kegel liegt. 
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Das Bogenelement da^, des durch X^ -— i und il'= C^ bestimm- 
ten sphärischen Kegelschnittes wird demnach, wenn wir, um ab- 
zukürzen, setzen: 

-A''={a' + l') {a+X) («" + r), 

^^^^ ' * • ' ^"«= K + O {a + A") («" + A"), 

aus (60) erhalten gleich: 

(63) rf«, = i . ^^^'^/'^ dX'\ 

woraus man durch Integration und Muitiplication mit 4 den gan- 
zen Umfang ü' der sphärischen Ellipse erhält, welche 
durch die Gleichungen X® = I und A' -- (f gegeben ist : 

# 
— a 

(64) ü' = 2 . fyE=D.dk". 

Diese Gleichung geht, wenn man A' = — «" setzt, über in. 
a 



r dx' 

(65) 2jr = 2j^ 



weil in diesem Falle die sphärische Ellipse ein grösster Kugel- 
kreis wird. Die Richtigkeit dieser integral- Formel lässt sich leicht 
direct nachweisen. 

Das Flächenelement dF auf der Kugeloberfläche erhält man 
aus (52) gleich: 
(66) dF= i: ^^^Jp dX' dX'\ , 

und daraus den Flä.cheninhalt F' der sphärischen El- 
lipse, welche durch A® z^ i und li ^=^ C gegeben ist, durch 
Integration und Muitiplication mit 4, nämlich: 
- «' A' 

(67) ^' = / ß^^-JT^ ^^ ^^"- 

— tfi —tt 

Dieser Flächeninhalt wird gleich der halben Kugeloberfläche, 

wenn A' = -- «". Man hat daher die merkwürdige fntegral-Formel: 

— a — a 

(68) 2n; = 



•=//^^"'-- 
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Das KörpereleiD€Bt dIC erbMt man aus (54): 

(69) dK = ^'^][i;^ '^dk'di'di'\ 

A.A. 

uDd durch Integration und Multiplication mit 8 den körperlichen 
Inhalt K der Kugel mit dem Radius /F: 



(70) 



— a — a 

K = f l'if ß^^^p- dV dl'\ 
— «« — «' 



woraus ebenfalls die Integral-Formel (68) hervorgeht, wenn man « 
für den körperlichen Inhalt der Kugel seinen bekannten Werth 
setzt. 

Schliesslich wollen wir noch eines Principes Erwähnung 
thun, welches dazu dient, gewisse Doppelintegrale auf einfache 
Integrale zurückzuführen. Dieses Princip leiten wir aus dem be- 
kannten Satze der sphärischen Trigonometrie her, dass jeder Win- 
kel eines sphärischen Dreiecks zu der ihm entsprechenden Seite 
des Polardreiecks addirt n giebt. Aus diesem Satze folgt un- 
mittelbar, dass der Flächeninhalt eines sphärischen 
Dreiecks zu dem Umfange seines Polardreiecks ad- 
dirt 27K giebt. 

In dieser Fassung lässt sich der angegebene Satz leicht auf 
sphärische Polygone ausdehnen , so wie auf irgend welche ge- 
schlossene Curven auf der Oberfläche einer Kugel, deren Radius 
= 1 ist. Wenn man liämlich unter Polarcurve einer gegebenen 
Curve auf der Kugeloberfläche diejenige versteht, welche von dem 
grössten Kreise berührt wird, dessen Pol die gegebene Curve 
beschreibt, so hat man als Erweiterung des angegebenen Satzes 
folgenden : 

Die Summe des Flächeninhaltes einer sphäri- 
schen geschlossenen Curve und des Umfanges ihrer 
Polarcurve ist gleich Stt. 

Da sich nun der Flächeninhalt einer sphärischen Curve als 
ein Doppelintegral darstellt, der Umfang der Polarcurve aber als 
ein einfaches Integral, so sieht man, wie auf diesen Satz ge- 
stutzt gewisse Doppelintegrale auf einfache Integrale zurückgeführt 
werden können. 

Hesse, Analyt. Geometr. lg 
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Als ein einfaches Beispiel solcher Znruckföfaningen bietel 
sich die sphärische Ellipse dar, welche von dem Kegel begrenzt 
wird: 

deren Polarellipse nach (I&) der vierzehnten Vorlesung von dem 
Kegel: 

begrenzt wird. 



DreitmdswanzigBte Vorlesung. 
Ettrzeste Linien auf dem Ellipsoid. 



Die Variations- Rechnung lehrt die Differentialgleichungen 
der kürzesten Linien auf Oberflächen entwickeln, und ermittelt 
aus denselben durch geometrische Interpretation Eigenschaften 
dieser Linien. Unter diesen findet sich die charakteristische 
Eigenschaft der kürzesten Linien auf einer Oberfläche, dass 
die Schmiegungsebene der kürzeste^n Linie in jedem 
ihrer Punkte durch die in diesem Punkte errichtete 
Normale der Oberfläche hindurchgeht. Denn, wenn 
eine Curve auf der Oberfläche diese Eigenschaft hat, so ist sie 
eine kürzeste Linie auf derselben. Wir nehmen diese charakte- 
ristische Eigenschaft der kürzesten Linie als Definition derselben 
an, um daraus ihre Differentialgleichung herzuleiten. 

Es seien ß^, |8, , j5, die Coordinaten eines beliebigen Punk- 
tes p einer durch ihre Gleichung gegebenen Oberfläche : 

(1) u = 0. 

Es seien ferner j5„ + dß^. ß, + rfj5,, ft + dß^ die Coordinaten 
eines beliebigen, aber dem Punkte p unendlich nahen Punktes q 
der Oberfläche. Da diese Coordinaten auch der Gldchung (i) ge- 
nügen müssen, so hat man: 
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« + MA + «i^ft + Mft = ^f 
wenn man um abzukürzen setzt: 

f^y. du du du 

(2) Wo^''" "rf?;="'' rffc = "»• 

Wenn man die Gleichung (i) von der darauf folgenden ab- 
zieht, und die höheren Potenzen der unendlich kleinen Grössen 
^ßo* dßi, dß^ gegen die niederen vernachlässiget, so erhält man 
die Gleichung einer durch den Punkt p gehenden Ebene: 

(3) u^ßo + Uidßi + u^dß^ = o 

bezogen auf ein. dem zum Grunde gelegten Coordinatensystem» 
paralleles Coordinatensystem , dessen Anfangspunkt in dem Punkte 
p liegt, indem die unendlich kleinen Grössen dß^, dß^, dß^ die 
Coordinaten des Punktes q in diesem Systeme vorstellen. 

Es beweiset dieses, dass der, dem Punkte p unendlich nahe 
Punkt q bei seiner Bewegung auf der Oberfläche einen Theil 
der Ebene (3) beschreibt, der Tangentenebene der Ober- 
fläche in dem Punkte p. Die Normale der Oberfläche, 
das ist die Normale der Tangentenebene in dem Beruhrungs* 
punkte, bildet demnach mit den Coordinatenaxen Winkel, deren 
Cosinus sich verhalten wie: 

Uf^: Uli M,. 

Schmiegungsebene einer Curve im Räume in einem 
gegebenen Punkte p der Curve wird diejenige Ebene genannt, 
welche durch den gegebenen Punkt und durch zwei andere 
Punkte der Curve geht, die dem gegebenen unendlich nahe 
liegen. 

Un) die Gleichung der Schmiegungsebene in synunetrischer 
Form zu erhalten, werden wir annehmen, dass die Coordinaten: 

ßo* ßi> ßf 

eines beliebigen Punktes p auf der gegebenen Curve als Func- 
tionen der einen unabhängigen Variabein t gegeben seien. Aus 
denselben erhält man die Coordinaten des, dem Punkte p un- 
endlich nahen, Punktes q der Curve, indem man für / setzt 

/ + dt: 

ßo + ßo'dt, ß, + ß^dt, ß, + ßt'dt, 

18* 
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^0 ß>of ß'i* ?% ^1^ Differeotialquotieaten der Coordioaten nach 
der unabhängigen Variabein t bedeuten. Setzt man in diesen Aus- 
drücken für t wieder i + dt, m erbält man die Coordinaten ei- 
nes dritten, unendlich nahen Punktes r der Curve: 

ßo + ^ßodl + ßo'df, ßi + 2ßidt^ß,''df, ßt + ^ßtdt + ß^'de. 

Diese Coordinaten beziehen sich auf das ursprüngliche Goor- 
diuatensy Stern. Verlegt man jedoch den Anfangspunkt in den 
Punkt p, so werden die Coordinaten des ersten Punktes sämmt- 
Uch und die Coordinaten der beiden anderen Punkte q und r 
w erden : 

ßoät, ß^dt, ß^dt, 

^ßodi + ßo'dt\ 2ß;dl + ß^dfi, 'Iß^di -j- ft"d<*. 

Sind nun: X Y Z 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes s rücksicbüich des letz- 
ten Coordinatensystemes, so erhält man die Bedingung, dass die 
vier Punkte p, ^, r, ^ in ein und derselben Ebene liegen, wenn 
man die aus den angegebenen 9 Coordinaten gebildete Determi- 
nante gleich setzt. Es ist dieses die Gleichung der Schmie- 
gnngsebene, welcher man nach Satz (29) und (30) der siebenten 
Vorlesung und mit Weglassung des Factors dt^ folgende Gestalt 
geben kann: 

A'» ßi\ ßt 

(4) . .' ßo\ ß;\ A" 

X, F, Z 

Nimmt man nun an, dass die Curve auf der Oberfläche (i) 
M = liege, so erhält man aus der letzten Gleichung die Be- 
dingungsgleichung, welche für jeden Punkt p der Curve erfüllt 
werden muss, wenn die Normale der Oberfläche in der Schmie- 
gungsebene der Curve liegen soll: 



(5) 



ßo* ßi> ßt 

Q ff O *f Q ff 

Po » Pi , ßt 



hf w, 



Es ist dieses die Diff'erentialgleichung der oben definirten 
kürzesten Linie der Oberfläche, welche in der Zusammenstellung 
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mit der Gleichung u= o der Oberfläche die kürzeste Linie der- 
selben analytisch ausdrückt. Vollständig entwickelt hat sie die 
Form: 

(6) . . . (fi^ft"- u,ßnßo + {Ufßo- u^,)ß: + m;- ti,^o")ft"= o. 

Da die kürzeste Linie ganz auf der Oberfläche u = o liegt, 
so muss diese letzte Gleichung, wenn man die Werthe der Coor- 
diuaten ß^,, ßt, ß^, ausgedrückt als Functionen der unabhängigen 
Variabeln /, einsetzt, unabhängig von den besonderen Werthen 
von t erfüllt werden. Die Gleichung u = o muss dadurch eine 
identische Gleichung in i werdeq. Durch einmalige und zwei- 
malige Differentiation erhält man daher wieder identische Glei- 
chungen: 

(7) . . . ttj5; + u,ß: + wA' -= o, 

(8) . . . u.'ßo + u;ß; + u^ßi + uA" + «1^." + «A" = 0, 

welche man dazu benutzen kann, die Differentialgleichung (6) 
der kürzesten Linie der Oberfläche umzuformen, und zur In- 
tegration geschickt zu machen. 

Bestimmen wir zu diesem Zwecke die Verhältnisse von 
ßot ß%\ ßt <>^^r vielmehr diese, mit einem unbestimmten Factor ft 
multiplicirten, Grössen selbst aus den Gleichungen (6) und (7), so 
erhalten wir für die erste dieser Grössen : 

= ^o{Wo*+ w.'+ «.') — «oMo" + u,ßr + u,ß,'l 
und mit Rücksicht auf (8): 

^^;= ^;V + tt.« + o + uo{u,'ß,' + Wß: + u;ß;y 

Wir haben daher: 

^ft'^ jS,'V+ w,'-i- «,*) + u,[u;ß:-\-u:ß; + u;ß;\ 

Der Factor ft in diesen Gleichungen lässt sich auf doppelte 
Weise symmetrisch ausdrücken. Denn multiplicirt man diese Glei- 
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chungen respective mit ß^, ßi\ ßt und addirt, so erhalt man 
den gesuchten Factor in der einen Ausdrucksweise: 

'^ ßo'+ßi'+ßt* 

Multiplicirt man dagegen dieselben Gleichungen respective mit 
u^f Ui\Ui und addirt, so erhält man: 

«0 KO +"l Kl "r"2 Pl 

Zieht man den ersten angegebenen Werth von fi von dem 
letzten ab, und dividirt durch Wo*+«,*+w,*, so erhält man folgende 
Form der Differentialgleichung der kürzesten Linie auf der ge- 
gebenen Oberfläche « = o: 

(ti\ ^ßo'+*^ißi'+^tßt ' _L W+tti"/+"t«t' ßoß^'+ßißC+ßtßt ^ 

Von den drei Brüchen, aus welchen diese Oletcfaung zu- 
sammengesetzt ist» sind die beiden letzten die vollständigen Dif- 
ferentialqüotienten der Ausdrücke: 

41og(V + «,• + «,'), 

Aber Äuch der erste Bruch wird ein vollständiger Differen- 
tialquotieni des Ausdruckes: 

ilogCtt/ft' + w/ft' + t'/AO, 

wenn man voraussetzt, dass: 

(10) . . . «.'A" + tt.'/s." + «,'ft" = «."is; + «,"/»,' + «,"ft'. 

Unter dieser Voraussetzung hat man das erste Integral der 
DiS'erentialgleichung (9) mit der willkürlichen Constante o: 

Man überzeugt sich leicht, dass die Bedingungsgleichung (lO) 
erfüllt wird, wenn die gegebene Oberfläche m = o von der zwei- 
ten Ordnung ist. Nehmen wir daher an, die gegebene Ober- 
fläche sei das Ellipsoid: 

(12)... ti = -^ + -4V+— ^-l = ö- 
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so erbalten wir aus (ii) die erste Integralgleichung der kurze« 
sten Linie auf demselben : 

( Po' . P.' J. _ßi_) {Jß?\_ . _rfPiL , _dßJL( 

oder mit Berücksichtigung der ersten Formel (-25) der vorher- 
gehenden Vorlesung und nach Multiplication mit B^*: 

IHese Differentialgleichung muss mit Zuziehung der Glei- 
chung (12) des gegebenen EUipsoides nochmals integrirt werden^ 
wenn man die Oberfläche erhalten will, welche das gegebene 
Eilipsoid in der kürzesten Linie auf demselben schneidet. Doch 
bevor wir diese letzte Integration unternehmen, wollen wir eine 
geometrische Interpretation der vorliegenden Differentialgleichung 
(13) vorangehen lassen. 

Die Differentialgleichung (I3) von der ersten Ordnung, aber 
Yoni zweiten Grade, weil in ihr die Differentiale der Variabeln 
in der zweiten Potenz vorkommen, stellt bei unveränderlichem 
Werthe der Constante c nicht eine, sondern zwei verschiedene 
kürzeste Linien dar, welche von dem durch die Coordinaten 
ßof ßi> ßt bestimmten Punkte p des Ellipsoides (»2) ausgehen. 
Sie stellt, wenn man die Differentiale dß^, dßi, dß^ als variable 
rechtwinklige Coordinaten betrachtet einen Kegel zweiter Ordnung 
dar mit der Spitze p. Die Schnittlinien der Tangentenebene 
des Ellipsoides (12) in dem Punkte p und des Kegels sind die 
Tangenten der beiden von dem Punkte p ausgehenden kürzesten 
Linien auf dem Ellipsoid. 

Um auf die Natur dieser beiden Tangenten näher einzuge- 
hen, transformiren wir die Gleichung des genannten Kegels, 
welche sich, wenn wir für dß^^, dßt, dß^ respective setzen x, y, z 
also darstellt: 

durch die Substitutionen (4) der vorhergehenden Vorlesung auf 
ein I echtwinkliges Coordinatensystem , von w elchem zwei Axen 
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in dem Punkte p Tangenten sind der von diesem Punkte aus- 
gehenden Krümmungscurven des EUipsoides. 

IHese Transformation der beiden Theile der Kegelgleichung, aus 
welchen sie besteht, findet man bereits durchgeführt in (33) und (l) 
der vorhergehenden Vorlesung. Setzt man in der so transformir- 
ten Gleichung des Kegeis X = o, um die Gleichung der Schnitt- 
linien des Kegels und der Tangentenebene des EUipsoides in dem 
Punkte p zu erhalten, so ergiebt sich: 

als Gleichung der beiden Tangenten der kürzesten Linien in dem 
Punkte p auf dem Ellipsoid. 

Aus der Form dieser Gleichung, in welcher nur die Qua- 
drate der Variabein vorkommen, ist ersichtlich, dass die neuen 
Coordinatenaxen die von den beiden Tangenten gebildeten Win- 
kel halbiren. Deshalb hat man den Satz: 

Die in einem gegebenen Punkte des EUipsoides 
sich senkrecht schneidenden beiden Krümmungscur- 
ven des EUipsoides halbiren die Winkel, welche die 
durch denselben Punkt gehenden beiden kürzesten 
Linien bilden, die demselben Werthe der Constante c 
der ersten Integration entsprechen. 

Es bleibt noch übrig, die beiden von dem Punkte p aus- 
gehenden kürzesten Linien des EUipsoides geometrisch zu defioi- 
ren, welche demselben Werthe der Constante c der ersten In* 
tegration entsprechen. Zu diesem Zwecke, und um zugleich die 
letzte Integration der DiiTcrentialgleichung (13] der kürzesten Li- 
nie vorzubereiten, transformiren wir dieselbe in elliptische Coor- 
dinaten durch die Formeln (46) und (47) der vorhergehenden Vor- 
lesung, welche in dem vorliegenden Falle, wo X^ eine gegebene 
Grösse, also dl^= ist, die einfache Gestalt annehmen: 






wenn wir berücksichtigen, dass: -^^ ^^ - — *-- und -^^=s~\^ . 
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Durch diese Transformatioa geht die'lMfferentlalgleichung (13), 
wenn wir ferner berücksichtigen, dass nach (48) und (iO) der 
¥or}iergehenden Vorlesung ist: 

^.;=i?o»(A„-X,)(^o~^), ^ 

und der Kürze wegen die neue Constante y einführen durch die 
Gleichung: 

(14) Ao + cA^ -^ y, 

über in: 

^'^^ • ;x7=^ :iT - FT, ^« - ^- 

Zerlegt man diese DüTerentialgleichung in ihre beiden linea- 
ren Factoren, so erhält man die derselben Constante c (wofür 
man auch die Constante y nehmen kann) der ersten Integration 
entsprechenden Differentialgleichungen der von demselben Punkte 
des EUipsoides ausgehenden kürzesten Linien auf demselben: 

(16) y^>^^^ ^' YW-K) ^ 

Da in diesen Gleichungen die Variabeln nur gesondert vor- 
kommen, so kann man die Gleichungen integriren und erhält 
dadurch die von Jacobi gefundenen Gleichungen der Oberflächen 
selbst, welche das gegebene Ellipsoid (12) in den besproche- 
nen kürzesten Linien schneiden: 

/y(X^=^ ) dX, /K(V^) tfjb=:^ 

JViX^^) ^' JV{y-X^) ^t ** 

yhü^ dXi , AwT) dX^ ^ ^ 

Diese beiden kürzesten Linien auf dem Ellipsoid werden sich 
nun in einem Punkte p des EUipsoides schneiden. Man kann 
aber auch die willkürlichen Constanten der Integration c^ und c^ 



(17) 
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so« bestimmen, dass die kfirzesten Liaien sich in einem gegebe- 
nen Punkte des £Ilipsoides schneiden. 

Nehmen wir nun an, um einen bestimmten Fall vor Augen 
zu haben, dass die Constante y der ersten Integration einen 
Werth habe, der zwischen — of, und — «, liegt, so schnddet 
jede der eben bestimmten kürzesten Linien die durch die Gtei- 
chiing: 

(18) A, - y = 

gegebene Krümmungscurve , und zwar die erstere in einem 
Punkte ^,, die andere in einem Punkte ^,. 

Die elliptischen Coordinaten des ersten Schnittpunktes ^i 
sind Ao, A, = y, A,, von welchen die letztere Coordinate 1, in 
der ersten Gleichung (17) dadurch bestimmt ist, dass nach voli- 
führter Integration A, den Werth y annimmt. Der dem Punkte gi 
unendlich nahe Punkt der kürzesten Linie hat die Coordinaten 
'^o» y + ^^1» ^ + ^^« "'^^ zwischen d\^ und rfA, besteht die 
erste Gleichung (16). Diese Gleichung giebt für A, = y den ent- 
sprechenden Werth von dA, = o für die kürzeste Linie, und die 
Gleichung (18) dA, = o für die Krümmungscurve. Deshalb be- 
rührt die kürzeste Linie in dem Punkte ^, die Krümmungs- 
curve (18). 

Ebenso herührt die zweite kürzeste Linie (l7) dieselbe Krüm- 
mungscurve (l8) in dem Punkte g,, in welchem sie die genannte 
Curve trifft. 

Hiernach stellt die Differentialgleichung (i3) zwei kürzeste 
Linien auf dem EUipsoid dar, welche ein und dieselbe Krüm- 
mungscurve des Ellipsoides berühren , und der oben angegebene 
Satz lässt sich rein geometrisch ako wiedergeben: 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht schneidenden Krümmungscurven des- 
selben halbiren in diesem Punkte die von den beiden 
durch ihn gehenden kürzesten Linien, welche irgend 
eine Krümmungscurve des Ellipsoides berühren, ge- 
bildeten Winkel 

Wir thun noch des Falles Erwähnung, wo die ultraelUptischen 
Differentiale in den Differentialgleichungen (i6) der kürzesten Li- 
nien, auf dem EUipsoid auf elliptische Differentiale zurückkämmen. 
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Es ist dieses der Fall, wenn die willkürliche Constante c der 
Integration den Wertii 0, und deshalb nach (14) die Constante y 
den Werth X^ hat. Hierdurch reduciren sich die Differential- 
gleichungen (16) auf: 

Ai * ' Af 

und die Differentialgleichung (i3) der kürzesten Linie, woraus 
diese Gleichungen durch Uebertragung in elliptische Coordinaten, 
hervorgegangen sind, auf: 

«o + Xü "^ «1 + ^ "^ aj + i« 

Es ist dieses offenbar die Differentialgleichung einer speciel- 
len Art der kürzesten Linien auf dem Ellipsoid: 






-1 = 0. 



Wir behaupten, dass sie die Differentialgleichung sei der 
geraden Linien auf dem Ellipsoid. Wir werden diese Behaup- 
tung dadurch rechtfertigen, dass wir nachweisen, wie die Glei- 
chung jeder geraden Linie auf dem Ellipsoid der letzten IHffe- 
rentialgleichung genügt. 

Zu diesem Zwecke drücken wir die Goordinaten ß^, /9|, ß^ 
eines beliebigen Punktes auf der geraden Linie, nach der Vor- 
schrift von (7) der sechsten Vorlesung durch eine unabhängige 
Variable r aus, wie folgt: 

ßo = Po + 9or, 

ßi = Pi + q^r, 

ßt — Pt + 9%^' 

Soll nun diese durch die 6 Constanten p^^ p^, p,, q^, ^|, q^ 
be8|immte gerade Liide auf dem Ellipsoid liegen, so muss, wenn 
mau die Werthe der Goordinaten von /3o> ßt» ßt ^ ^^'^ Gleichung 
des Ellipsoides einsetzt, diese Gleichung unaUiä^ig von dem 
Werthe von r erfüllt werden. Hieraus gehen folgende drei Be- 
dingungen hervor : 
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Po' + _?i!_ + _^ -1=0, 



«a+^ «1 + ^) «2 + ^ 

«,+"io ^ «, + X„ ^ a, + Xo 
«0 + ^0 «1 + ^ «t + ^o 

Wenn diese Bedingungsgleichungen erfüllt werden, so liegt 
die gerade Linie auf dem Ellipsoid. Da dieselben aber nicht alle 
6 Constanten bestimnien, &o hat man unendlich viele gerade 
Linien auf dem Ellipsoid. Für jede derselben hat man die Dif- 
ferentiale der Coordinaten: 

welche auf Grund der zuletzt ^angegebenen Gleichung, in die 
Differentialgleichung der kürzesten Linie gesetzt, dieser Gleichung 
genügen. 

Das Ellipsoid enthält nur imaginäre gerade Linien auf seiner 
Oberfläche, was die dritte der angegebenen ßedingungsgieichun- 
gen beweiset. Denn man kann keine reellen Werthe von q^ ^„ q^ 
finden, welche dieser Gleichung genügen. Ebenso kann man 
keine reellen Werthe von rf/Jo, dßt, dß^ angeben, welche der Dif- 
ferentialgleichung der geraden Linie auf dem Ellipsoid genügen. 
(MTen zu Tage tritt das Imaginäre in den bdden ersten durdi 
elliptische Differentiale ausgedrückten Gleichungen der geraden 
Linien auf dem Ellipsoid. 

Obgleich diese Gleichungen keine eigentliche geometrische 
Interpretation gestatten, so haben wir doch hier auf sie aufmerk- 
sam machen wollen, weil die gleiche Untersuchung der kürzesten 
Linien auf dem Hyperboloid mit einer Mantelfläche auf ähnliche, 
aber reelle Differentialgleichungen der geraden Linie auf dieser 
Oberfläche zurückführt. 

Um die Länge s der kürzesten Linie auf dem Ellipsoid aus- 
zudrücken, gehen wir zurück auf die Formel (49) der vorher- 
gehenden Vorlesung, welche, wenn man den Werth von P aus 
(48) einsetzt, nnd bemerkt, dass in dem vorliegenden Falle 
dko = ist» die Gestalt erhält: 
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Setzt man in dieselbe den Werth von dl^ aus einer der Gieiehun- 
gea (16) ein» so erhält man durch Ausziehen der Quadratwurzel: 



Benutzt man aber die Gleichungen (16), um die Variabein zu 
sondern, so erhält man dSi für die eine kürzeste Linie, und ds^ 
für die andere kürzeste Linie in der von Jacobi angegebenen Form: 



*. == Vir- ^) /(i.-^) & + >/(i.-y) /(i.-i.) ^. 

(19) ^ ' '*^» 

Die Länge s^ der ersten kürzesten Linie wollen wfr rechnen 
von dem Berührungspunkte derselben mit der Krümmungscurve 
(18), welcher die elliptischen Coordinaten habe l^=y und 
l^ == X^' bis zu dem Schnittpunkte p mit der zweiten kürzesten 
Linie, welcher die elliptischen Coordinaten habe l^ und X^. Die 
Länge *j der zweiten kürzesten Linie rechnen wir von dem zu- 
letzt genaunten Schnittpunkte p bis zum Berührungspunkte mit 
der Krümmungscurve (|8), welcher die elliptischen Coordinaten 
Aj = y und Ij = Aj" habe. Alsdann erhalten wir durch Inte- 
gration von (l9): 

s, =jj/^nri;) /(v^^) ^ -/ /(v=?) y%:pi;) g-. 

und durch Addition dieser beiden Gleiciiungen : 

V» 

(21) • • • 0,+s, =jy'jp-l^) >/(ä; 









yij/(i.-^.)S;' 
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Diese Summe wollen wir in Verbindung bringen mit der 
Länge des von den beiden Tangirungspunkten begrenzten Bogenä 
der Krummungscurve (18). Das IMerenüale dieses Bogens s er- 
halten wir aus der letzten Gleiclning (50) der vorhergehenden 
Vorlesung, wenn wir setzen s für a, und y für X^ nämlidi: 

ds = j/jf^^) i/ji;;^^) g. 

woraus durch Integration zwischen den angegebenen Grenzen 
hervorgeht: 

f. 

(«) ' = /^(y-i.) /(^-^) §• 

Ziehen wir diese Gleichung von (21) ab, so erhalten wir: 

^ ^ h 

(33) . . . 5, + *. - * = yi/{h-7) y%-h) S- 

7 
Dieser Ausdruck von Si + Sf — s ist unabhängig von der 
elliptischen Coordinate ü, des Punktes p, in welchem sich die 
betrachteten kürzesten Linien auf dem EUipsoid schneiden. Er 
bleibt ungeändert für alle Werthe dieser Coordinate, wenn nur 
die andere elliptische Coordinate einen bestimmten unveränder- 
lichen Werth C, hat. Es beschreibt daher- der Punkt p die 
Krummungscurve: ' 

wenn der Ausdruck s^ + s^ — s ungeändert bleibt. 

Dem hierdurch bewiesenen Satze von M.Roberts kann man, 
wenn man die Eigenschaft der auf Oberflächen gespannten Fä- 
den voraussetzt, dass sie sich in den kürzesten Linien der Ober- 
flächen krümmen, folgenden Ausdruck geben: 

V^^enn man um eine Krummungscurve eines ge- 
gebenen Ellipsoides einen geschlossenen Faden 
schlingt, und diesen Faden durch einen Stift auf 
dem Ellipsoide spannt, so beschreibt der Stift bei 
seiner Bewegung eine zweite Krummungscurve des 
Ellipsoides von derselben Art. 

Wir wollen noch bemerken, dass, im Falle die Krummungs- 
curve Aj = Cj , auf welcher der sich bewegende Punkt p liegt 
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der Krüimnongscurve A, =s ^^ unendlich nahe ist, das zweite In- 
tegral im Ausdruclie (21) wegen des Factors ^(^i — y) unter dem 
Integralzeichen gegen das erste unendlich klein wird und dass 
im Grenzfalle, wenn beide Krümmungscurven zusammenfallen, die 
Ausdrucke (21) und (22) einander gleich werden. 



Vierundzwanrigste Vorlesung. 
Focalcurven der Oberflächen zweiter Ordnung. 



Wenn die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung mit einem Mittelpunkt in rechtwinkligen Punktcoordinaten 
gegeben ist in der Form: 

(,) ^ + £! + 1* _ p. = 0, 

^ ^ «0 «I «t 

so ist nach der in der zweiundzwanzigsten Vorlesung aufgestellten 
Definition das System der mit ihr conCocalen Oberflächen zweiter 
Ordnung gegeben: 

Yt yt yl 

c^) i^. + ir+i + Äi-^* = «' 

in welchem die gegebene Oberfläche selbst mit inbegriffen ist. 

Durch Uebertragung dieser beiden Gleichungen nach der in 
der zehnten Vorlesung angegebenen Vorschrift in Ebenencoordi- 
naten, nehmen dieselben die Gestalt an: 

(3) «0^' + «1 ^* + ««^' - Ä« = 0, 

(4) («0^* + «I ^' + ^t^* — R') + l {ü^ + V* + W^) = 0. 

Unter den durch die letzte Gleichung mit dem willkürlichen 
Factor l dargestellten confocalen Oberflächen giebt es auch Grenz- 
flächen, für welche der Factor X und die Coordinaten JJ, V, W, R 
der Ebenen, in welchen sie liegen, nach den Auseinandersetzun- 
gen der fünfzehnten Vorlesung durch folgende Gleichungen zu 
bestimmen sind: 

(«0 + l) U=0, («, + X) W=0, 

(a, + X) F=0, Ä = 0. 
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Dieften 4 Gleichungen kann durch folgende 4 Werthe rm X 
genügt werden: 

1 = oo, 1 = — tto, A = — «„ A = — flf, 

und dem entsprechen folgende 4 Grenzflächen: 

ü* + F« + FT» = 

(«,— or«) F« + (a,-«o) ^* - Ä* = 0, 
(5) . • • • 

(«0— '«i) «7' + (««-««) FT« - Ä« = 0, 

(<^o- ««) ^ + («I — «») F« ~ Ä« = 0. 

Die erste derselben liegt in der Ebene, welche in das Un- 
endliche fällt und entgeht daher der geometrischen Anschauung. 

Die drei anderen Grenzflächen werden b^renzt durch die 
in Punktcoordinaten ausgedrückten Kegelschnitte: 



«,— «0 



(«) z^ + zr^ - /* = 0, 

— i* = 0, 



«•— «f 



««—«o 


Z« 


«2 — «1 


r* 



von welchen jeder in einer der drei, die Hauptaxen der confo- 
calen Oberflächen verbindenden. Ebenen liegt. 

Denn betrachtet man zum Beispiel die in A veränderliche 
Oberfläche (2) in dem Zustande, in welchem sie sich der vierten 
Grenzfläche nähert, indem man setzt A = — »t + ^> und ver- 
steht unter e eine verschwindend kleine Grdsse, so hat man die 
Gleichung der Oberfläche in Punktcoordinaten: 

Aus welcher Gleichung zu ersehen ist, dass nur verschwin- 
dend kleine Werthe von Z derselben genügen können, und dass 
im Grenzfalle die dritte Gleichung (6) den in der ZF-Ebene ge- 
legenen Kegelschnitt ausdrückt, welcher die Grenzfläche be« 
grenzt. 

Schliesst man die im Unendlichen gelegene Grenzfläche aus, 
so bleiben noch drei endliche Grenzflächen übrig, welche von 
den drei Kegelschnitten (6) begrenzt werden. 
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Wenn man annimmt, dass: 
(7) .' «0 > «1 > «f, 

so wird der erste Kegelschnitt imaginär, der zweite eine flyper- 
bel, der letzte eine Ellipse. 

Man nennt diese drei, die Grenzflächen der confocalen Ober- 
flächen zweiter Ordnung begrenzenden, Kegelschnitte di^ Focal- 
curven der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung. Die 
Focalellipse liegt in der Ebene der grössten und mittleren 
Axe der confocalen Ellipsoide, die Focalhyperbel liegt in der 
Ebene der grössten und kleinsten Axe, die imaginäre Focal- 
ellipse liegt in der Ebene der beiden kleinsten Axen der con- 
focalen Ellipsoide. 

Die Ebenen, in welchen die reellen Focalcurven liegen, 
stehen auf einander senkrecht, und die eine Focalcurve geht im- 
mer durch die Brennpunkte der anderen. Wir drücken die 
letztere Bemerkung so aus, „die beiden Punkte auf der einen 
reellen Focalcurve, welche in der Ebene der anderen liegen, sind 
die Brennpunkte der letzteren," um sie als einen speciellen Fall 
des allgemeinen Satzes aufzufassen: 

Irgend zwei Punkte der einen reellen Focalcurve 
haben die Eigenschaft der Brennpunkte in Rücksicht 
auf die andere reelle Focalcurve, dass die Summe 
oder die Differenz der von ihnen nach einem ver- 
änderlichen Punkte der anderen reellen Focalcurve 
geführten Strahlen eine constante Grösse ist. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren wie folgt: 

Wenn zweiPunkte imRaume die genannte Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben in Rücksicht auf einen 
beliebig gegebenenKegelschnitt, so liegen diese bei- 
den Punkte auf der dem Kegelschnitte entsprechenden 
zweiten Focalcurve. 

Von der weiteren Begründung dieser beiden merkwürdigen 
Sätze können wir hier absehen, da wir von ihnen in dem Fol- 
genden keinen Gebrauch machen werden. 

Der Begriff der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung, der 
bisher nur Oberflächen mit einem Mittelpunkte umfasste, lässt 
sich so erweitern, dass auch die Oberflächen zweiter Ordnung 
ohne Mittelpunkt hineingezogen werden. Diese Erweiterung des 

Hesse, AnalyU Geonielr. |9 



290 Vierundzwanzigste Vorlesung. 

Fegriffes der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung werden wir 
ableiten von der in Ebenencoqrdinaten gegebenen Gleichung (4\ 
der confocalen Oberflächen, in welcher wir für l setzen — und 
mit (i multipliciren, wodurch wir erhalten: 

(8) ft («oi7* + a,r» + a,W'— Ä«) + A lü.\+ T» + W')=0, 

Der- erste Theil dieser Gleichung mit den 4 willkürlichen 
Coiistanten (i, a^^, er,, er,: 

fi {cfoU* + «, r* + a, W* — /?*) 

gleich gesetzt, stellt irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einem Mittelpunkte dar. Derselbe gehe durch die Substitu* 
tionen (32) der neunzehnten Vorlesung, durch welche allein die 
Richtungen der rechtwinkligen Coordinatenaxen beliebig geändert 
werden, ober in die Function der zweiten Ordnung: 

fi (f/, v; w, R) 

mit den drei neu hinzukommenden willkürlichen Constanten, 
well^he in jenen. Substitutionen die Richtungen der neuen recht- 
winkligen Coordinatenaxen bestimmen. Durch Verlegung des 
Coordinatenanfangspunktcs in einen Punkt, dessen rechtwinklige 
Coordinaten rücksichtlich des letzteren Coordinatensystemes die 
willkürlichen Constanten — a, — b, — c seien, geht auf Grund 
von (8) der dreizehnlcn Vorlesung die genannte Function über in 
die Function: 

fi (m, V, w, r + au + bv + cw), 

welche wir mit ihren 10 willkürlichen Constanten der Kürze we- 
gen bezeichnen wollen mit: 

F (w, V, w, r), 
so dass man auf Grund der doppelten Transformation hat: 

(9) . . . ft K^* -h a, F» + a^W^ ~ Ä») = F (w, V, w, r). 

Was den zweiten Theil der Gleichung (h) anbetrifft, so weiss 
man, dass derselbe durch die doppelte Transformation über- 
geht in: 

(10) X {ü* + F' + ^«) = X (f/« +i^ + w^). 

' Es nimmt daher die Gleichung (8) der confocalen Ober- 
flächen, auf irgend ein rechtwhikliges Coordinatensystem bezogen» 
die Gestalt an: 
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(II) ^ («, v, Ä^, r) + Z («« + r» + «;«) = 0, 

indem die Gleichung F{u, v, fb, r) =j= o irgend eine Oberfläclie 
zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkte ausdruckt. 

Wir erweitern nun den Begriff der confocalen Oberfläche 
zweiter Ordnung, wem! wir die Beschränkung, dass die Ober- 
flacke F (ii, V, », r) = einen Mittelpunkt habe, aufheben, und 
als erweiterte Deflnition der confocalen Oberflächen zweiter Ord- 
nung folgenden Satz aufstellen: 

Wenn ^(u, », w, r) = der analytische Ausdruck 
irgend einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung 
in Ebenencoordinaten ist, so drückt die Gleichung: 

F («, V, w,r) + l (ii* + »« + »«) = 

alle mit der gegebenen Oberfläche cpnfocalen Ober- 
flächen zweiter Ordnung aus. 

Von dieser Regel machen die Oberflächen zweiter Ordnung 
ohne Mittelpunkt keine Ausnahme. Vielmehr sieht man, wenn 
die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiler Ordnung F [u, v, tv, r) 
= keinen Mittelpunkt hat, das ist nach (l5) der dreizehnten 
Vorlesung, wenn das mit r* multiplicirte Glied in der Gleichung 
derselben fehlt, dass auch die mit ihr confocalen Oberflächen 
zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt haben. 

Der angegebene Satz bietet zugleich ein Mittel, das Problem 
der Hauptaxen einer in Ebenencoordinaten- gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung F {u,v, tv , r) = o aus einem ganz neuen Ge- 
sichtspunkte zu behandeln. Denn bestimmt man den Werth von 
X in der Gleichung (ll) so, dass die durch Jene Gleichung dar- 
gestellte Oberfläche eine Grenzfläche wird, so weiss man, dass 
die Ebene dieser Grenzfläche durch zwei Hauptaxen der Ober- 
fläche geht. Du man nun drei endliche Werthe von k bestim- 
men kann, weiche die Oberfläche (li) zu einer Grenzfläche ma- 
chen, so hat man auch die drei Ebenen dieser Grenzflächen, 
welche sich paarweise in den Hauptaxen der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung schneiden und dadurch die Richtungen 
der Hauptaxen der gegebenen Oberfläche selbst. 

Um mit wenig Worten die Durchführung dieser Idee anzu- 
deuten, wollen wir annehmen, dass: 

(12) . . . . jP (w, », w, r) = ^ooM* + 2eo,M» + ö„t;« + . * . 

19* • 



292 Vierunilzwanzigste Vorlesung. 

Alsdann wird nach (3) der fünfzehnten Vorlesung die OberAäche 
(ll) jedesmal eine Grenzfläche, wenn maa die Werthe von 
II, r, w, Jl bestimmt, welche folgenden Gleichungen zu gleicher 
Zeit genügen: 

i F\u) + Xm = , 

^ \F\v) + Iv .-- 0, 

13 

4 F{w) +Xw =r^ . 

\ F\r) + Xr = 0, i 

woraus man durch Elimination der Ebenencoordinaten die in l 
kubische Gleichung erhält: 

^OOT X » ^ol » ^0«> ^OÄ 

^tO» ^11 + *> ^18» ^IS 



(14) 



= 0. 



^30» ^31» ^3« * ^ 

deren V^^urzeln eben Jene Werthe von l sind, welche die Ober- 
fläche (ll) zu einer Grenzfläche machen. Sind diese bekannt, so 
ergeben sich die Verhältnisse der Coordinaten der Ebenen, in 
welchen die drei Grenzflächen liegen, durch die Auflösung der 
in Rücksicht auf sie linearen Gleichungen (13). 

Ist die gegebene Oberfläche F {u, v, w, r) =0 selbst eine 
Grenzfläche, also irgend ein Kegelschnitt, so führt die kubische 
Gleichung (l4), weil ein Werth A == der Gleichung genügt, 
auf eine quadratische Gleichung zurück, und die, den beiden 
Wurzeln .X der quadratischen Gleichung entsprechenden. Ebenen 
schneiden die Ebene des Kegelschnittes in den HauptaxenV 

Die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter Ordnung (3) ist 
eine Rotationsoberfläche, wenn zwei von deri' drei Grössen «v«» cf„ a, 
einander gleich sind, und die der dritten von diesen Grössen 
entsprechende Hauptaxe ist die Rotationsaxe der Oberfläche. Die 
mit der gegebenen Rotationsoberfläche confocalen Oberflächen (4) 
sind wieder Rotationsoberflächen mit derselben Rotationsaxe. 

Was die Focalcurven der Rotationsoberfläche anbetrifft, so 
ersieht man aus (6), dass eine derselben immer ein reeller 
oder imaginärer Kreis ist, und dass die beiden andereri ge- 
rade Linien werden, die in die Rotationsaxe fallen. Die eine 
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von diesen geraden Linien wird begrenzt von den Brennpunkten 
des Kegelschnittes, durch dessen Rotation die Oberfläche entstan- 
den ist, die andere erstreckt sich von den Brennpunkten auf 
beiden Seiten der Rotationsaxe bis in das Unendliche. 

Um einen ganz bestimmten Fall der. Rotationsoberfläche (a) 
zur Discussion vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dass 
of, = «f, sei. In dieser Voraussetzung wird die Gleichung (9) : ' 

(15) (iatLU'+ ^*+ ^'] - f*CÄ'-K-«i) ü*] = F{u,v,w,r). 
Der Factor Ä* — {a^ — c^j) ü* des zweiten Gliedes in dieser 

Gleichung ist das Produkt zweier linearen Factoren A und Ai. 
Setzt man ferner |xa, = v, so hat man für die Rotationsober- 
fläche F (m, V, TV, r) = die Form der Function F (m, Vy w, r): 

(16) . . . . V (C^* + F« + ^«) - fiAA^ = F (u, V, w, r),' 

in welcher A = o und ^, = die Gleichungen der Brennpunkte 
des Kegelschnittes bedeuten, durch dessen Rotation um die, die 
Brennpunkte verbindende. Gerade die Rotationsoberfläche er- 
zeugt ist. 

Der linke Theil dieser Gleichung geht über in seinen rech- 
ten Theil durch die doppelten oben angegebenen Substitutionen, 
durch welche man die identische Gleichung erhält: 

(17) . . . V (w* + r* + w«) - fiAA, = F (m, V, w, r), 

indem A und A^ lineare Ausdrücke bedeuten, von der Form: 

A = «M + ö» + y w -j- r , 

(18) 

^ =:= ofjM + ß^v + yiW + r, 

welche, gleich gesetzt, die Brennpunkte der Hotationsobertläche 
F (m, y, w, r) r^ darstellen. 

Wenn d^her eine durch ihre Gleichung F («, v, w, r) = 
in Ebeneucoordinaten gegebene Oberfläche zweiter Ordnung, eine 
Rotationsoberfläche sein soll, so muss die Function F\u, v, w, r) 
sich auf die in (l7) angegebene Form zurückführen lassen. 

Die Bedingungen für eine Rotationsoberftäche zweiter Ordnung 
F(u,v, w, r) = erhält man demnach, wenn man die Coefficienten 
der Potenzen und Produkte der Variabein auf beiden Seiten der 
Gleichung (I7) einander gleich setzt, woraus 10 Gleithungen ent- 
stehen zwischen den 8 Unbekannten ft, v, cc, ß, y, «j, ^„ y,, und 
aus diesen 10 Gleichungen die 8 Unbekannten eliminirt. Als 
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Resultat der Elimination erhält man dann zwei Bedingungsglei- 
chungen zwischen den CoefQcienten in der gegehenen Gleicliung 
der Oberfläche. Es stimmt dieses uberein mit den in der zwan- 
zigsten Vorlesung über Rotationsoberflächßn zweiter Ordnung ge- 
machten Bemerkungen, auf Grund welcher sich auch zwei Be- 
dingungsgleichungen (39) für die Rotationsoberfläche ergaben. 

Es bedarf nicht der Aufstellung dieser beiden Bedingungs- 
gleichungen; die angegebene Form: 

(19) v(t£* + t;» + w') — (lAAi = 

der Gleichungen der Rotationsoberflächen zweiter Ordnung reicht 
schon hin, Eigenschaften dieser Art Oberflächen zu entdecken. 

Denn stellt man die Gleichung (19), in welcher r = 1 ge- 
setzt werde, also dar: 

(20) . . "" ^ A, 



SO sieht man, dass jeder der beiden Factoren des rechten Thei- 
les der Gleichung, nach (8) der fünften Vorlesung, seine geome- 
trische Bedeutung hat. Dieselben drücken nämlich die Längen 
der Lothe aus, welche von den Brennpunkten ^ =-= und -</, = 
auf eine Tangentenebene der Rotationsoberfläche geßilit sind. Da 

nun der linke Theil — in der Gleichung eine constante Grösse 
ist, so hat man den Satz: 

Das Produkt der von den beiden, in der Rota- 
tionsaxe liegenden, Brennpunkten einer Rotations- 
oberfläche zweiter Ordnung auf die Tangentenebene 
der Oberfläche gefällten Lothe ist eine constante 
Grösse. 

Bei der Zurückfährung der Gleichung der Rotationso[)er ■ 
fläche zweiter Ordnung auf die Form (l9) kann es sich ereig- 
nen, dass beide lineare Factoren A und Ai imaginär werden. 
In diesem Falle ist die Oberfläche erzeugt durch Umdrehung des 
Kegelschnittes um die Axe, in welcher die imaginären Brenn- 
punkte liegen. Ferner kann in einem der Factoren A oder A^ 
dasjenige Glied fehlen, welches den Factor r hat. In diesem 
Falle fehlt auch in der Entwickelung der Gleichung (19) das mit 
r' multiplicirte Glied und die Rotationsoberfläche ist dann, nach 
(I5) der dreizehnten Vorlesung, eine Oberfläche ohne Mittelpunkt. 
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Schliessen wir nun die Rotationsoberilachen zweiter Ord- 
nung mit imaginären Brennpunltten aus, und verlegen den durch 
die Gleichung Ai = o gegebenen Brennpunkt der Oberflache in 
den Coordinatenanfangspunkt, so haben wir cc^ = ßi=i yt= o; 
wodurch die Gleichung (19) der Rotationsoberiläche die Gestalt 
erhält : 

(•il) ... 11* -I- f?* +'w* — i!^{au + bv + cw + l) i= o. 

Diese Gleichung kann man ohne Schnierigkeit auf die Form 
bringen: 

(22) . . . . (m — ^)* + (» - ^)« + (w - C)« — Ä» = 0. 

In dieser Form unterscheidet sich dieselbe von der Gleichung 
der Kugel mit dem Radius R und deu Coordinaten J, B, C des 
Mittelpunktes: 

(23) ..... (o: - A)* + {y- Bf + [z - Cf -- R* = o 

nur dadurch, dass die variabeln Ebenencoordinaten mit den va- 
riabeln Pünktcoordinaten vertauscht sind. 

Dieser Umstand kann dazu benutzt werden, tim geometrische 
Sätze über Kugeln auf Rotationsoberflächen zu. übertragen, wel- 
che einen Brennpunkt gemein haben, und umgekehrt aus Sätzen 
über Rotationsoberflächen, welche einen Brennpunkt gemein ha- 
ben, entsprechende Sätze über Kugeln herzuleiten. Einfache Bei- 
spiele sollen dieses Uebertragungsprincip erläutern. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit K und K^ die Aus- 
drucke: 

ir^= (x - A^f + (y - B^f+ [z - C^f - R^\ . 

K^={x^ A^r + (V - ^„)* + [z- C^Y - /?/. ■ • 

fr 2 IT 

Der aus diesen Ausdrücken zusammengesetzte Ausdruck: _JL. 



1 l 

kann auf eine gleiche Form IC gebracht werden, so dass man 
identisch hat: 

Da nun die Gleichungen if„ = o, if^ == o, K^:=^ u Kugeln 
vorstellen, so beweiset die angegebene ideiitische Gleichung den 
Satz: 
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Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurven zweier Kugeln gehen, sind wieder 
Kugeln. 

Zum Verständnisse dieses Satzes mag die Bemerkung dienen, 
dass sich zwei Kugeln nicht allein in einem Kreise schneiden, 
sondern noch in einem zweiten Kreise, der. im Unendlichen liegt. 

Betrachtet man dagegen die Punktcoordinäten als Ebenen- 
coordinaten , so stellen die Gleichungen ICft, = o, ICv = o, ICq z= o 
Rotationsoberflächen zweiter Ordnung mit demselben Brennpunkte 
dar, und man erkennt in der angegebenen identischen Gleichung 
den Beweis des Satzes: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche von 
den, zweien Rotationsoberflächen zweiter Ordnung 
mit demselbenBrennpünkte gemeinschaftlichen. Tan- 
gentenebenen berührt werden, sind wieder Rotations- 
oberflächen mit demselben Brennpunkte. 

Hat man ferner die Gleichungen von 4 Kugeln in Punkt- 
coordinäten : 

£:f^=o, J^iÄO, J5:,= o, 1:3 = 0, 

so stellen folgende sechs Gleichungen: 

IC, ~.J5r, = o, AT, -^, = 0, 

als lineare Gleichungen die Ebenen im Endlichen dar, in wel- 
chen sich je zwei Kugeln schneiden. Da aber aus den drei , in 
der ersten Horizontalreihe aufgeführten Gleichungen die drei 
übrigen folgen, so hat man nach (|4) der zweiten Vorlesung den 
Satz : 

Die sechs Ebenen, in welchen sich vier K^igeln 
paarweise schneiden, gehen durch einen und densel- 
ben Punkt. 

Betrachtet man dagegen in den zehn aufgestellten Gleichun- 
gen die Punktcoordinäten als Ebenencoordinaten, so stellen die 
vier ersten Gleichungen vier Rotationsoberflächen zweiter Ord- 
nung mit einem und demselben Brennpunkte dar. Jede der sechs 
darauffolgenden Gleichungen liefert den Beweis, dass zwei 
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Rotationsoberfläcben zweiter Ordnung mit demselben 
Brennpunkte von einem und demselben Kegel zweiter 
Ordnung ringsum berührt werden, dessen Spitze nicht 
in dem Brennpunkte liegt. Denn der gemeinsame Brennpunkt' 
ist immer die Spitze eines beiden Rotationsoberflftchen gemein* 
samen imaginären Tangentenkegels. Jene sechs Gleichungen 
sind die analytischen Ausdrücke für die Spitzen der sechs Kegel 
zweiter Ordnung, von welchen jeder z^vei der genannten Rota- 
tionsoberflächen ringsum berührt. Da nun aus drei von diesen 
sechs Gleichungen die drei anderen folgen, so hat man nach (l4) 
der fünften Vorlesung, mit Ausschluss des Brennpunktes als ge- 
meinsamer Spitze imaginärer Tangenteq^cegel , den Satz: 

Die Spitzen der sechs Kegel zweiter Ordnung, 
welche je zwei von vier Rotationsoberflächen zwei- 
ter Ordnung mit demselben Brennpunkte ringsum 
berühren, liegen auf einer und derselben Ebene. 

Wenn die Brennpunkte A z= o und Ai= o der Rotations- 
oberfläche (19) zusammenfallen, wenn also A = Ai, so wird die 
Rotationsoberfläche efne Kugel: 

u^ + i^ + w* ^ ^A* = o, 

V 

indem ^ s: o die Gleichung des Mittelpunktes und — nach der 

geometrischen Interpretation der Gleichung (20) das Quadrat des 
Radius q derselben ausdrückt. Es stellt sich demnach die Glei- 
chung irgend einer Kugel in Ebenencoordinaten also dar: 

(24) .„«-(- t;« -I- w* — 1^ = 0. 

wenn q der Radius der Kugel und ^ = o die Gleichung des 
Mittelpunktes derselben in der Normalform ist. 

Zu derselben Kugelgleichung in Ebenencoordinaten gelangt 
man auch auf folgendem directen Wege. Man weiss, dass die 
Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten, wenn g der Radius 
derselben^ und der Mittelpunkt in dem Coordinatenanfangspunkte 
liegt, ist: 

i^« + r* -I- )PF« — i^ Ä« = 0, 

in welcher Gleichung R ^=i o den Mittelpunkt der Kugel aus- 
drückt. Durch Verlegung des Coordinatenanfangspunktes vermit- 
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telst der Formeln (8) der dreizehnten Vorlesung geht diese Kugel- 
gleiehung über in die Form (24), in welcher R ^=z A = o die 
Gleichung des Mittelpunktes der Kugel ist. 

Die angegebene Form der Kugelgleichung (24) werden wir 
l>enutzen zur Erörterung der Frage, ob unter den Tangen- 
tenkegeln einer gegebenen Oberfläcbfi zweiter Ord- 
nung auch Rotationskegel gefunden werden. 

Es sei : F =z o die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten und = o die Gleichung 
einer noch unbestimmten Kugel, indem wir der Function die 
Bedeutung unterlegen: 

(24) ♦ a> =r: t/ -h t;« + w* - \a\ 

Wenn nun die gegebene Oberfläche einen Tangentenkegel 
hat, der zugleich Rotationskegel ist, so kann man eine Kugel 
= ö \n den Rotationskegel hineinlegen, die von dem Kegel 
ringsum berührt wird, und umgekehrt, wenn man eine Kugel 
0=0 bestinimen kann, welche von einem Tangentenkegel der 
gegebenen Oberfläche ringsum berührt wird, so muss der Tän- 
gentenkegel ein Rotationskegel sein. Die Bedingung, dass Letz- 
teres zutreffe, drückt nach der elften Vorlesung die identische 
Gleichung aus: 

(25) .... F -- (10 = IBC, 

in welcher B und C lineare Ausdrücke der Ebenencoordinaten 
bedeuten. 

Diese identische Gleichung zerfällt in zehn Bedingungsglei- 
chungen. Eliminirt man aus letzteren die 7 in IBC steckenden 
Constanten und den Factor (i, so erhält man zwei Gleichungen 
zwischen den Coordinaten et, ß, y des durch die Gleichung A = o 
ausgedi*ückten Mittelpunktes der Kugel und dem Radius q der- 
selben; und daraus die Gleichungen der Curve selbst, in wel- 
cher die Spitzen der Rotalionskegel liegen, wenn man g = o 
setzt. ^ Denn je kleiner q wird, um so mehr nähert sich die Ku 
gel der Kegelspitze, mit welcher sie im Grenzfalle zusammenrälit. 
Eliminirt man aber aus den beiden zuletzt genannten Gleichun- , 
gen Q, so erhält man die Gleichung der Oberfläche, in welcher 
die Rotationsaxen der Tangentenkegel liegen. 



Focalcurven der OLerfliclien zweiter Ordnung. 



299 



Die Durchführung dieser Elimination ist nicht ohne Schwie- 
rigkeit, wenn die Function F in der allgemeinen Form gegeben 
ist. Wir wollen daher annehmen, dass <tie gegebene Oberfläche 
auf ihren Mittelpunkt und ihre Hauptax^n bezogen sei, indem 
wir setzen: 

(26) -F = ay + ay + ay — r*. 

In dieser Voraussetzung wird die identische Gleichung (25): 

(27) [«oti«+«.t;*+«,m«-r«] ~fi [t««+ii*+ii^-i(mi+|3f^+yw+r)«]= Ai?C. 

Man erkennt in dieser Form der Gleichung leicht die drei Be- 
dingungen zwischen den fünf Grössen a, ß, y, (i, g, welche zu 
erfüllen sind, wenn der linke Theil der Gleichung sich in lineare 
Factoren zerlegen lassen soll. 

Macht man nämlich die Variable w verschwinden, indem 
map setzt: 

(28) y = 0^, a, — fi = 0, 

so lässt sich der übrig bleibende linke Theil der Gleichung in 
lineare Factoren zerlegen, wenn die Bedingungsgleichung erfüllt 
wird: 



f* + 



jtitt* 



»• ' 


•* 


9* ' 


«. . + "/ 


"?■ 


fC 

** 






^ ' ^. — 1 



= 0, 



deren linker Theil die Determinante ist, gebildet aus den zwei- 
ten partiellen Differentialquotienten des übrig bleibenden linken 
TheUes der Gleichung (27). 

Entwickelt man diese Gleichung, so erhält man: 
und wenfr''man darin für ft den Werth aus (28) setzt: 
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Hiernach ist ^ = o die Gleieliung der (X^erfläche , ifi wel- 
cher die Rotationsaxen der' Kegel, also auch ihre Spitzen liegen, 
das 'ist die o:^ Ebene des Coordinatensystemes. Setzen wir, um 
die zweite Oberfläche zu erhalten , in welcher die Kegelspitzen 
liegen, in (29) q = o, so erhalten wir: 

(30) _^_+_iL^-__ i=,o. 

Beide Oberflächen schneiden sich in der dritten Focalcurve 
(6) der gegebenfen Oberfläche ^ welche demnach der geometrische 
Ort ist fär die Spitzen der an die gegebene Oberfläche gelegten 
Tangentenkegel, welche zugleich Rotationskegel sind. 

Aber man kann auch , um den linken Theil der Gleichung 
(27) in lineare Factoren zerfallbar zu machen, statt w entweder 
V oder u verschwinden lassen, indem man setzt ß = o und 
«, — fi = o, oder « = o und a^ — fi = o, wodurch man 
schliesslich die beiden anderen Focalcurven der gegebenen Ober- 
fläche als den geometrischen Ort der Spitzen der Tangentenke- 
gel erhalten würde, die zugleich Rotationskegel sind. Man hat 
daher den Satz: 

Die Focalcurven einer gegebenen Oberfläche 
zweiter .Ordnung sind der geometrische Ort der 
Spitzen der Tangentenkegel für die gegebene Ober- 
fläche, welche zugleich Rotationskegel sind,' 

Da sich jeder Kegelschnitt als Grenzfläche zweiter Ordnung 
betrachten lässt, so folgt aus dem angegebenen Satze unmit- 
telbar: 

Die einem gegebeneu Kegelschnitt zugehörigen 
Focalcurven sind der geometrische Ort der Spitzen 
der Rotationskegel, welche durch den gegebenen 
Kegelschnitt gelegt werden können. 

Was die Kugel anbetrifft, die wir uns in den Rotations- 
kegel hineingelegt dachten, welcher zugleich Tangei^jtenkegel der 
gegebenen Oberfläche ist, so haben wir zwischen den Coordina- 
ten des Mittelpunktes a, ß, y und dem Radius q derselben die 
Relationen (28) und (29), welche beweisen, dass man den Mittel- 
punkt in der ^^ Ebene beliebig wählen kann, dass aber der 
Radius q dann durch (29) bestimmt ist. Um diese Kugel und 



Focalcurven der Oberflächen zweiter Onluung. _ 301 

die gegebene Oberfläche lassen sich aber zwei Rotationskegel le- 
gen , deran Spitzen auf Grund der identischen Gleichung (27) 
durch folgende linearen Gleichungen ausgedrückt werden: B = o, 
C = 0. 

Diese Regelspitzen B =: o, C = o sind Punkte der Focal- 
cunre (30) und die geraden Linien OB und OC die Rotationsaxen 
der beiden Kegel. Um die Lage dieser Rotationsaxen zu erfor- 
schen, stellen wir die Gleichung XBC = o der beiden Punkte 
auf, indem wir den durch die Gleicl^ungen (28) reducirten linken 
Theil der identischen Gleichung {'17) gleich o setzen: 

[(«0 - «t)«* + («i - ^t)f - r'] + ^K^u + ßv + r]' = 0. 

Der erste Theil in dieser Gleichung gleich o gesetzt: 

(«^ — .«,) M« + («, —«,)»« — r» = o 

stellt die Focalcurre (30) in Ebenencoordinäten dar, der zweite 
Theil ebenfalls gleich o gesetzt: 

[au -f- /J» + r] == o 

stellt ein Punktenpaar dar, welches zusammenfällt mit dem 
Punkte 0. Deshatb druckt die au$ den zuletzt genannten beiden 
Gleichungen zusammengesetzte erste Gleichung einen Kegelschnitt 
aiis, welcher die beiden von dem Punkte an die Focalcurve 
gezogenen Tangenten berührt. Da aber dieser Kegelschnitt in 
das Punktenpaar B = o, C == o übergeht, welches in der Focal- 
curve liegt, so können die beiden Punkte nur die Berührungs- 
punkte sein der von dem Punkte an die , Focalcurve gezogenen 
Tangentei^. Es sind also die geraden Linien OB und ßC Tan- 
genten der Focalcurve. Man hat daher den Satz: 

Der geometrische Ort der Rotationsaxen der Tan- 
gentenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche zugleich Rotationskegel sind, sind die 
Ebenen, in welchen die Focalcurven der gegebenen 
Oberfläche liegen. Jede Rotationsaxe berührt die 
Focalcurve, in deren Ebene sie liegt, iii der Spit-ze 
des Rotationskegels. 
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Funfimdzwanzigste Vorlesung. 

Geometrische Deutung der kubischen Gleichung 
J = 0f Ton welcher die Hauptaxen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung abhäogen. 



Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung einen Mittelpunkt hhU 
so lässt sich ihre in Puhktcoordinaten gegebene Gleichung durch 
Verlegung des Coordinatenanfangspunktes in den Mittelpunkt der 
Oberfläche mit Beibehaltung der Richtung der rechtwinkligen 
Coordinatenaxen, wie man in der dreizehfiten Vorlesung gesehen 
hat, immer auf die Form zurückführen: 

(1) ..... . <p{x, y,.z) —1=0, 

in welcher Gleichung ip{x, y, z) einen Ausdnick von der Form 
bedeutet: 

(2) 9>(ar, y, z) = Of^* + a„y' + «it«' + 2a„y2: + ^a^^zx + Söof-ry. 

Durch Drehung des rechtwinkligen Coordinatensystemes um 
den Mittelpunkt der Oberfläche führten wir in der zwanzigsten 
Vorlesung, indem die Function q>{a:,y,z) ausgedrückt durch die 
neuen rechtwinkligen Coordinaten die Gestalt erhielt: 

(3) g>(x,y,z) = A^ + x,r» + ii,z«, 

die Gleichung (i) der Oberfläche auf die Hauptaxen 2nrück: 

(4) l^+X.r + X.Z'-l'^ 0, 

2 2 2 

indem -77=^» 17="* 1/^ ^^^ Längen der Haiq>taxen dep Ober- 

fläche ausdrücken. 

Diese Hauptaxen hingen ab von der dort unter (ii) angege- 
benen kubischen Gleichung J = 0, welche nach Potenzen von X 
entwickelt: ' 

(5) — J =:= X"" — AX' + BX — C = 

folgende Werthe der Coefficienten giebt: 
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^ = «00 + «II + «II» 

(6) . . . . B = (a„ a„ — a,J} + (a„a«, — ö,») + (ö^ö„ — a^]) , 

C = aoo«ii««t + 2a„a,oa„, — a^öjj — a„ö^ — a„öo?. 

Lässt man nun die sechs Coefficienten in der Function (2) 
fp{x,y, z) beliebig variiren^ so stellt die Gleichung (l) alle mpg- 
lichen Oberflächen zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkt 
dar. Lässt man aber jene sechs Coefficienten unter der Be* 
schränkung variiren, dass die Ausdrücke (6) ^, ß, C ungeändert 
bleiben, so stellt die Gleichung (i) nur solche Oberflächen zwei- 
ter Ordnung dar, welche dieselben Hauptaxen haben, oder, mit 
anderen Worten , die Gleichung (l) ist unter der gemachten Vor- 
aussetzung der analytische Ausdruck für eine und dieselbe Ober- 
fläche, beliebig gedreht um ihren Mittelpunkt. 

Von der Voraussetzung ausgehend, dass^, B, C unveränder- 
liche Grössen seien , wollen wir nun die geometrische Bedeutung 
dieser Grössen feststellen. 

Bezeichnen wir mit P, Q, R die Längen der auf den Coor- 
dinatenaxen oc, y, z von der Oberfläche (l) abgeschnittenen Stucke, 
so haben wir: 

^=i:' ö*=-^, ^'=z-- 

Es ist demnach: 

^ = «OQ + «n + ^'ti = ^ + (p + ^• 

Da aber A der Voraussetzung nach eine constante Grösse ist, 
so druckt diese Gleichung den Satz aus: 

Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung ein System von drei in dem Mittei- 
puntt auf einander senkrecht stehenden geraden Li- 
nien dreht^ so ist die Summe der reciproken Quadrate 
der von der Oberfläche auf den geraden Linien ab- 
geschnittenen Stücke eine constante Grösse. 

Diese constante Grösse lässt sich näher bezeichnen. Denn 
wenn man das System von drei in dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche auf einander senkrecht stehenden Linien in die Lage der 
Hauptaxen bringt, so werden jene auf ihnen abgeschnittenen 
Stücke die Hauptaxen selber. 
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Als CoroUar zu dem angegebenen Satze bezeichnen wir fol- 
genden: 

Wjßnn man um den Mittelpunkt eines Kegelschnittes 
einen rechten Winkel dreht, dessen Srpitze im Mittel- 
punkte liegt, so ist die Summe der reciproken Qua- 
drate der von dem Kegelschnitte auf den Schenkeln 
des rechten Winkels abgeschnittenen Stücke eine con- 
stante Grösse. 

Dieser Satz geht hervor aus dem vorhergehenden, wenn man 
die Richtung der einen von den drei im Mittelpunkte der Ober- 
fläche <auf einander senkrecht stehenden geraden Linien ungeän- 
dert lässt, und die Drehung macht um diese ungeänderte gerade 
Linie. 

Wir erhalten die Gleichung des Kegelschnittes, in welchem 
die yzEbene die Oberfläche (l) schneidet, wenn wir in der Glei- 
chung der Oberfläche x = o setzen; 

«iiy* + 2a„y2; + a„z« — 1 = o. 

Die Hauptaxen dieses Kegelschnittes hängen ab von der qua- 
dratischen Gleichung. 

«fi. oft — ^ 



= 0, 



in welcher das von l freie Glied gerade der erste Theil des Aus- 
druckes B in (6) isf: 

«11 «tt — «»• 

Dieses Glied ist das Produkt der beiden Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung, und da die Wurzeln jener Gldychung^die re- 
ciproken Quadrate der halben Hauptaxen des > Kegelschnittes aus- 
drücken, so stellt der letzte Ausdruck durch n^ dividirt nach (39) 
der eiuundzwanzigsten Vorlesung das reciproke Quadrat des 
Fläfheninhaltes des Kegelschnittes dar, wenn derselbe eine El- 
lipse ist. 

Die Bedeutung der beiden anderen Glieder, aus welchen der 
Ausdruck B in (6) zusammengesetzt ist, ergiebt sich lüemach 
von selbst. Dividiren wir nun B durch n^ und bemerken, dass 
bei der Drehung der Oberfläche um ihren Mittelpunkt der Quotient 
ungeändert bleibt, so haben wir den Satz: 
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Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweitei: Ordnung drei in diesem Punkte auf einander 
senkrecht stehende Ebenen dreht, so schneiden die 
drei Ebenen die Oberfläche in drei Kegelschnitten, 
von welchen die Summe der reciproken Quadrate der 
Flächeninhalte eine constante Grösse ist. 

Wenn einer von den drei Kegelschnitten eine Hyberbel oder 
Parabel wird, so hört die Gültigkeit des Satzes selbstverständlich 
auf. Er trifft aber wieder zu, wenn man die Drehung in der 
Weise bewerkstelliget, dass die Hyperbel oder Parabel ungeän- 
dert bleibt. 

Was endtich die Bedeutung des Coefßcienten € in der ku- 
bischen Gleichung J = o anbetrifft, so weiss man, dass der- 
selbe gleich ist dem Produkt der drei Wurzeln der Gleichung, 
also gleich dem reciproken Produkt aus den Quadraten der hal- 
ben Hauptaxen 'der Oberfläche. Dividirt man daher den Coef- 
ficienlen C^ durch (Jtc)', so erhält man nach (56) der zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung das reciproke Quadrat des körperlichen In- 
haltes des Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Oberfläche ein 
EUipsoid ist. 



Die Mittelpunktgleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
durch Ebenencoordinaten ausgedruckt, erhält man, wenn man die, 
der Function g){a:, y, z) reciproke Function 0{u, v, n>) bildet, 
und hierauf setzt: 

(7) <l^(tt, », w) — 1 = 0. 

Wenn wir von dieser durch Ebenencoordinaten ausgedrück- 
ten Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung mit einem Mittel- 
punkte ausgehen, so können wir ebenfalls die kubische Gleichung 
(7=0 angeben, von welcher die Hauptaxen der Oberfläche ab- 
hängen. Die geometrische Deutung der Coeßicienten in dieser 
kubischen Gleichung muss auf Sätze führen , die den vorher- 
gehenden Sätzen analog sind. 

Wir bemerken, -um die angegebene Idee zu verwirklichen, 
dass, während die Substitutionen (14) der neunzehnten Vorlesung 

Hesse, Analyt. Geometr. 20 
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die Function <p(,r, y, z) transformiren in (3), die Subslilutionen (33) 
derselben Vwlesung die reciproke Function 0{u, v, w): 

(8) 0{u, V, w) = ^ooM* + e„t;' + e„w* + 2eiiVfv + 2etoWU + ie^^uv, 

nach den Auseinandersetzungen in der achtzehnten Vorlesung trans- 
formiren in: 

Es ist demnach: 



(10) 



Xq A| ie 



1 = 



die Gleichung der Oberfläche (7), bezogen auf das Hauptaxen- 
system dieser Oberfläche, und die kubische Gleichung r = o, 
von welcher die Transformation abhängt, ist: 



(n). 



r = 



1 


«04 


1 


«12 


^20 > ^21» ^22 


1 

X 



{12) 



Wenn wir diese Gleichung entwickeln, wie folgt: 
• - -^= I^-«T« +bj-c = o. 



so finden wir die Werthe der Coefflcienten a,b,€: 

« = «00 + «11 + ^22 » • 

(13) . . 6 = («ii«,2 — «,J) + («„«00 — «m) + («oo^Ji — ^oi), 

« '^^^^ «00«ll«22 • 2«12«20«01 «00«l« «U «20 «22 ^«l* 

Wir lassen nun die sechs Coefflcienten e in der Gleichung (7) 
der Oberfläche beliebig variiren und erhalten dadurch alle mög- 
lichen Oberflächen zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkte. 
Beschränken wir aber diese Variationen, indem wir festsetzen, 
dass die drei Coefflcienten a, b, c in (13) unverändert bleiben, 
so stellt die Gleichung (7) eine und dieselbe Oberfläche zweiter 
Ordnung dar in allen möglichen Lagen nach der Drehung um 
den Mittelpunkt. 

Die ver«chiedenen Lagen einer und derselben Oberfläche zwei- 
ter Ordnung wollen wir nun in das Auge fassen. 
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Zu diesem Zwecke legen wir drei Tangentenebenen an die 
Oberfläche (7) den Coordinatennlienen parallel, und bestimmen 
die senkrechten Abstände p, q, r derselben von dem Mittelpunkte 
der Oberfläche aus der Gleichung (7) : 

Hiernach Ist: 

ö = «00 + <?ii + ^n=P* .+ <?* + r\ 

welche Gleichung ausdruckt, dass die Summe der Quadrate 
der Entfernungen des Mittelpunktes der Oberfläche 
zweiter Ordnung von irgend drei auf einander senk- 
recht stehenden Tangentenebenen derselben eine 
constante Grösse ist. 

Wir können diesen Satz auch so auffassen: 

Der geometrische Ort des Schnittpunktes dreier, 
auf einander senkrecht stehenden Tangentenebenen 
einer Oberfläche zweiter Ordnung ist eine Kugel, 
deren Mittelpunkt in dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche liegt. 

Wenn vir, indem wir in der Gleichung (7) der Oberfläche 
u = setzen, die Oberfläche senkrecht auf die yz Ebene projici- 
ren, so erhalten wir die Gleichung der Protection: 

«ut?* -f- le^^vw + «M^* — I = 0, 

welche einen Kegelschnitt ausdrückt, dessen Hauptaxen von der 
quadratischen Gleichung abhängen: 

1 
«11 — y» «II 

1 

Das in der Entwickelung dieser Gleichung nach Potenzen 
von Y mit der oten Potenz multiplicirte Glied: 

«II«« «12 , 

welches den ersten Theil des Ausdruckes h in (13) bildet, ist 
das Quadrat des Productes der Hauptaxen des Kegelschnittes. 
Wir erhalten daher das Quadrat des Flächeninhaltes der Pro- 
jection, wenn wir jenen Ausdruck noch mit i^ mulüpliciren. 

20* 
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Mnltipliciren mr nun die ganze zweite Gleichung (13) mit 
n^ und bemerken, dass an^ sich bei der Drehung der Oberfläche 
um den Mittelpunkt nicht ändert, so ergiebt sich aus der geo- 
metrischen Deutung der einzelnen TheUe jener Gleichung der Satz: 

Wenn man eine Oberfläche zweiter Ordnung auf 
irgend drei auf einander senkrecht stehende Ebenen 
projicirt, so ist die Summe der Quadrate der senk- 
rechten Projectionen eine constante Grösse. 

Es lässt sich dieser Satz als eine Ausdehnung des Satzes (&) 
der ersten Vorlesung aufTassen. Denn verstdien wir unter Flä- 
cheninhalt einer Oberfläche zweiter Ordnung die Quadratwurzel 
aus der Summe der Quadrate der senkrechten Projectionen der 
Oberfläche auf bestimmte drei, auf einander senkrecht stehende. 
Ebenen und bezeichnen dieselben mit J; bezeichnen \iir ferner 
mit' A, B, C die senkrechten Projectionen der Oberfläche auf ir- 
gend drei auf einander senkrecht stehende Ebenen, so haben ^r 
jene in (5) der ersten Vorlesung aufgeführte Gleichung, die dort 
nur Geltung hatte , wenn die Oberfläche zweiter Ordnung eine 
Grenzfläche ist. 

Der angegebene Satz gilt ohne Einschränkung für das El- 
lipsoid. Ist bei einer anderen Oberfläche zweiter Ordnung eine 
der senkrechten Projectionen der Oberfläche eine Hyperbel oder 
Parabel, so verlangt der Satz eine leicht anzugebende Modiflcation. 

Was endlich den Coefficieuten c in der kubischen Gleichung 
(12) anbelangt, so weiss man, dass derselbe das Quadrat ist des 
Productes der halben Hauptaxen der Oberfläche. Multiplicirt man 
diesen CoefQcienten mit (Jjt)*, so erhält man nach (56) der zwei- 
undzwanzigsten Vorlesung das Quadrat des körperlichen Inhaltes 
der Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Oberfläche ein Ellipsoid ist. 
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Seohsondzwanzigste Vorlesung. 

Bedingungen fiir die Rotationsoberflächen 
zweiter Ordnung. 



B«i Gelegenheit der Hauptaxeid!)estiiniiHing einer durch ihre 
Gleichung f{Xy y, z, ]) = o gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung in der zwanzigsten Vorlesung haben wir die Bedingun- 
gen (39) «jj = a, = ofj für eine Rotationsoberfläche zweiter Ord- 
nung festgestellt, welche, mit Hülfe von (27) durch die Coefficien- 
ten in der gegebenen Gleichung ausgedrückt, folgende Gestalt 
erhalten ; 

«Ol ^Oi — g po «1» . g<» g|0 — «II «20 «»0 «81 — Ojt «Ol .. 

«12 «20 «Ol 

Wir werden im Folgenden, indem wir die Entstehung der 
Rotationsoberflächen zweiter Ordnung ins Auge fassen , diesel- 
ben Bedingungsgleichungen auf einem anderen Wege herleiten. 

Eine Rotationsoberfläche entsteht im Allgemeinen, wenn eine 
Curve sich um eine feste Axe dreht. Die Curve beschreibt dann 
die Rotationsoberflache, indem jeder Punkt derselben einen Kreis 
durchläuft,^ dessen Ebene senkrecht steht auf der Rotutionsax^ 
und dessen Mittelpunkt auf der Rotationsaxe liegt. Daher sehnei- 
den alle auf der Rotationsaxe senkrecht stehenden Ebenen die 
Rotationsoberfläche in Kreisen, deren Mittelpunkte in der Rota- 
tionsaxe liegen. Die Rotationsoberfläche zweiter Ordnung wird 
von Jeder auf der Rotationsaxe senkrecht stehenden Ebene nur 
in einem Kreise geschnitten, weil eine jede gerade Linie in 
der Ebene des Kreises die Oberfläche nur in zwei Punkten 
schneidet. . > 

Dieses vorausgeschickt, sei nun: 

(1) n^» y,z,\) = 

die Gleichung irgend einer Rotationsoberfläche zweiter Ordnung, 
indem wir festsetzen, dass: 

. . fix, y, z, l) = (p{x, y, z) + 2ao8^ + 2a,3y + 20,3« + «ss, 

gp(i«^, y, «) = «00«^*+ öii!^*+ «22«*+ 20,8^2+ 2a,o2^T-{- 2aoiicy. 
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Es seien ferner: 
(3) 



J^ c= ax + ßy + yt — do == o, 



Ai =: ttx + ßy + yz — di = 

die Gleichungen von z^ei beliebigen, auf der Rotationsaxe der 
Oberfläche (l) senkrecht stehenden. Ebenen in der Normalform, 
welche die Oberfläche also in Kreisen schneiden. Da die Ver- 
bindungslinie ihrer Mittelpunkte, die Rotationsaxe, senkrecht auf 
den Ebenen steht, in welchen sie liegen, so wird man» wenn 
man setzt: 
.(4) ^= (o: - ^)* + (y - 1?)* + (z - C)* - R\ 

immer eine Kugel K ^^ o bestimmen können , auf welcher beide 
Kreise liegen. 

Man hat daher drei Oberflächen zweiter Ordnung, die ge- 
gebene Oberfläche (i) f{x, y, z, 1) = o, die Kugel IC = o 
und das Ebenenpaar -^^-i, = o, von welchen jede durch die 
Schnittcurve der beiden anderen geht, und daher nach den Aus- 
einandersetzungen in der neunten Vorlesung die identische Glei- 
chung : 

(5) fix, y, z, 1) — XK r= iiAoA^. 

IHese identische Gleichung ist die Redingung für die Ro- 
tationsoberfläche (I). Das will sagen, dass die Oberfläche (l) 
eine Rotationsoberfläche sei, wenn die elf Constanten l,A,B, (7, 
E, (i, «, ß, y, 6q, Si sich so bestimmen lassen, dass der Gleichung (5) 
identisch genügt wird. 

Da zwischen den Constanten a, ß, y noch die Gleichung besteht 
«' + ^* + y* = 1 , so vertreten die elf Constanten nur die Stelle 
von zehn Constanten, welche durch eben so viele Gleichungen 
bestimmt werden. Da aber die identische Gleichung (5) durch 
Gleichsetzen der Coelfic|enten der Potenzen und Producte glei- 
cher Variabein sich in zehn Redingungsgleichungen auflöst, so 
hat es den Anschein, als könne diesen zehn Gleichungen immer 
genügt vs»erden, welcher Art auch die gegebene Oberfläche (i) sei. 
Allein-, wenn man beachtet, dass in die sechs Redingungs- 
gleichungen , welche sich durch Gleichsetzung der correspondi- 
renden Glieder der zweiten Ordnung in der identischen Gleichung (5) 
ergeben, nur die fünf Constanten A, ^. «, ß, y eingehen, zwisclien 
welchen noch die Gleichung «« +/5'+ y* = 1 besteht, so sieht man, 
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dass durch Elimination der fünf Constanten aus den sieben Glei- 
chungen sich zwei Bedingungsgleichungen ergeben müssen. 

Setzen wir nämlich die correspondirenden Qtieder der zwei- 
ten Ordnung in der idontischen Gleichung (5) einander gleich, 
so erhalten wir: 

«00 — ^ = fia», a„ = t^ßy, 
(ö) «11 — ^ = (^ß\ 0,0 = i»ya, 

«,, - A = fiy\ «Ol = f*«?, 
Gleichungen, in welche nur die vier Constanten A, uy^i, ßy^, 
yYfi eingehen. Wir brauchen die Gleichung c* + j5* + y* c= 1 
nicht weiter zu berücksichtigen, welche dazu dienen würde, den 
Werth von (i festzustellen. Denn die Elimination dieser vier 
Constanten aus den sechs Gleichungen (6) giebt ebenfalls die bei- 
den^ Bedingungsgleichungen. Um letztere zu erhalten, multiplici- 
ren wir je zwei von den drei letzten Gleichungen (6) und dividiren 
sie durch die übrig bleibende. Dadurch wird: 

(7) . ; . . f!df« = ^««, ?iL?LO = ^(5«, ?««f«i = ^yt^ 

ö,2 fljO öül 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die drei ersten Glei- 
chungen (6) erhalten wir die oben angegebenen beiden Bedin- 
gungsgleichungen für die Rotationsoberfläche (l): 

«12 fljfl Ooi 

zugleich mit dem Werthe von A. 

Handelt es sich um die Richtung der Rotationsaxe , welche 

mit den. Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus sind cc, ß, y, 

so hat man auf Grund von (7): 

„. ß^ T/fSifa . -|/«it£n . ^«Hfsi , 

,g\ r «12 r «20 r «01 

«12 ' «20 * «Ol ' 

in Uebereinstimmung mit (36) der zwanzigsten Vorlesung, wobei 
zu erwähnen ist, dass die Quadratwürzelgrössen sämmtlich das 
gleiche Vorzeichen haben müssen, damit sie den drei letzten Glei- 
chungen (6) genügen. 

Wir sehen hier zwei Bedingungsgleichungen für eine Ro- 
tationsoberfläche zweiter Ordnung auftreten, während die eine 
Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Glei- 



= 0, 
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cbung J z= 0, von welcher die Hauptaxen der Obei*fläcfae ab- 
hängen, für sich schon hinreicht» die Oberfläche zu «ner Ro- 
tationsoberfläche zu machen. Die Erklärung dieses Paradoxons 
wird den Gegenstand der folgenden Untersuchung bilden. 

Auf ein ähnliches Paradoxon stösst man schon beÜD' Kreise 
in der Ebene. Man weiss nämlich» dass der Kegelschnitt: 
«00^' + 20oia:y + «„y* + ^a^^x + ^a^^y + a^^ = o 
nur unter den beiden Bedingungen: 

«00= ^11» ''ot = 

ein Kreis ist, während schon die eine Bedingangsgleichung: 

(«00 + «it)' — 4 («00011 — «Ol) = 

.der Gleichheit der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

«00 — ^» *^or 

«10. <^i\ ■— ^ 

von welcher die Hauptaxen des Kegelschnittes abhängen, hin- 
reicht, um den Kegelschnitt in einen Kreis übergehen zu 
lassen. 

Man braucht aber nur Jene Bedingungsgleichung in die Form 
der Summe zweier Quadrate zu bringen: 

(aoo — «ii)* + W= oj 
um zu sehen» dass die eine Bedingungsgleichung in die beiden 
angegebenen Bedingungsgleichungen zerfällt. 

Eine ähnliche Zerfallung der Bedingungsgleichung für die 
Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung J ^=^ o \x\ 
die Summe von Quadraten lässt sich nach der Analogie erwarten, 
und Kummer führte sie, wenn gleich auf einem beschwerlichen 
Wege, zuerst durch. 

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der 
Bedingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln der ku- 
bischen Gleichung J = o. 

Die Bedingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln 
einer gegebenen Gleichung erhält man .bekanntlich dadurch, dass 
man die gegebene Gleichung nach der in ihr vorkommenden Un- 
bekannten partiell diflerenzirt und aus beiden Gleichungen die 
Unbekannte eliminirt. Ist die gegebene Gleichung eine algebrai- 
sche vom «ten Grade, so wird die differenzirte Gleichung vom 
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(n — i)tisii Grade. Die allgetneinen Methoden der Eliminatlen der 
Unbekannten aus diesen Gleichungen geben jedesmal eine resul- 
tirende Gleichung, welche einen überflüssigen Factor enthält. 
Dieser überflüssige Factor mrd vermieden, wenn man für die 
genannten Gleichungen z^ei ihnen äquivalente Gleichungen, beide 
vom (n—|)ten Grade, in folgender Weise substituirt. 

Man mache die gegebene Gleichung vom nten Grade da- 
durch homogen, dass man in ihr für die Unbekannte l setzt —> 
und die Gleichung mit x" multiplicirt. Aus dieser Gleichung 
geht wieder die gegebene Gleichung hervor, wenn man für x 
den Werth setzt x =: i, welchen Werth von % wir aach in dem 
Folgenden beibehalten werden. Wenn nun die gegebene homo- 
gen gemachte Gleichung ist: 

^(x, X) — 0, 

so hat man für die gleiche Wurzel l überdies: 

V^'W = 0. 
Da aber : 

ntf;(x, A)=xv;'(x) + 1^/(1} = o, 

so sieht man, dass für die gleiche Wurzel auch ist: 

Man hat daher für die gleiche Wurzel die beiden Gleichun- 
gen vom (n — l)ten Grade: 

1/;» = 0, i|;'(A) = 0, 

aus welchen die Unbekannte X zu eiiminiren ist, während man 
früher die Elimination aus einer Gleichung des nten und einer 
zweiten Gleichung des (n — l)ten Grades zu vollführen hatte, um 
die gesuchte Bedingungsgleichung zu erhalten. 

Nach .der Bezout-Sylvester'schen Methode kommt die 
Elimination der Unbekannten A^aus den beiden letzten Gleichun- 
gen darauf hinaus, die Elimination der (*2n — 2) ersten Potenzen 
von X , mit Einschluss der Oten Potenz , aus folgenden (2n -— 2) 
Gleichungen : 

,f,\X) = 0, X'ilß\k) = 0,. . . . X^*^\X) = 0, 

VW = 0, Xii/{k) =0, ... X'^^Xk) = 0, 

wie aus linearen homogenen Gleichungen zu vollführen. 
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Setzen wir nun, um die angegebene Regel auf den Fall der 
kubischen Gleichung J =s o anzuwenden : 

^(x, X) = — ^ = A» — ^a* + -PX — C, 

so haben wir unter der Voraussetzung, dass x den Werth 1 
habe: 

^'(A) = 3A» — 2^A* + Bl\ 

- ^'(x) = AX^ — 2BV + ^Ck\ 

und daher die EUmination der Potenzen A^ A^ A', A' aus den, in 
Rücksicht auf sie linearen homogenen, Gleichungen auszufahren: 

3A» — 2^* + BV ^0, 

.+ 3A* — 2^A' + J9A« = 0, 

+ Ak^ — 2^A* •+ SCA« = 0, 

^A» — 2^A*+ SCA* =0. 

Bezeichnen wir mit 3Z' die Determinante: 



(10) . . . . 3X* = 



3, — 2^, + ß, 

0, 3, - 2^. + B 

0, + ^, — 2J9, + 3^ 
A, — 2B, + 3C, 

so haben wir als Resultat der Elimination die gesuchte Bedin- 
gungsgleichung : 

(II) Z* = 

für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung 

Um die aufgestellte Bedingungsgleichung (il) weiter zu 
transformiren , werden wir der Determinante (lO) 3Z' nach und 
nach andere Formen geben. 

Wir benutzen zu diesem' Zwecke die Relationen zwischen 
den Potenzsummen Sq, Si, . . , s^ der Wurzeln und den Coefficien- 
ten der kubischen Gleichung J = o: 
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*0 






= 3. 






*I 


— Asq 


^ 


^ - 2^. 






Sf 


^As, 


+ Bso 


= B, 






h 


-^As, 


+ Bs, - 


- Cs^ — 0, 






«4 


^As, 


+ Bs,- 


- Cs, =-o*). 


aus 


welchen 


Gleichungen 


unmittelbar folgt: 








9t 




= A. 








5, — 


As^ 


= -SÄ, 








5y — 


As, + S 


= 3C. 



*) Die angegebenen Formeln leitet mau leicht aus der in l iden- 
tischen Qleichang: 

- ^ = (X - io) {* - ii) a - h) 

in folgender Weise ab: 

Die angegebene identische Gleichung, dijferenzirt nach !:• 

dividirt mau durch die angegebene Gleichung, wodurch man erhält: 

1 g^_ 1 i 1 . i 

J dX~ X — lo'^ l — Xi X — Xt' 

Jeden Bruch des rechten Theiles dieser Gleichung entwickelt man nach 

absteigenden Potenzen von 1, wodurch man erhält: 



j dx~ X 



■+©+©*+... 

■+©+©■+.. 
[.+©+©•+ ... 



und durch Summation: 

J dX^ X r° ^ X^ X* ^ 



oder : 



*|l=^^{'o+^+'^+- 



Setzt man in diese in X identische Gleichung für d und x-r ihre Werthe: 
J ==, — 19 ^ AX^ — BX + C, 

so erhält man durch Gleichsetzen der Coefficienten gleicher Potenzen 
von X auf beiden Seiten d^r Gleichung die oben angegebenen Gleichungen 
und noch mehrere der Art, 
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Mit Hülfe dieser Gleichungen lässt sich die Determinante (10) 
3Z* so ausdrücken:' 



3X'= 



0, Sq, 5, — ASf^, 5g — Asi +Bso 

0, 5|, *j ASi , 5s — AS^ + J?5j 

5j, 5, — -<j^5„ 55 — .«#5,+Ä„ 54 — ASi+ BS^ — CSi 



Diese Determinante ist aber wieder nach Satz (30) der sie- 
benten Vorlesung gleich: 



3X« 



O, 5,, 5„ 5, 
*|> *t» *8> *4 



Zieht man in der so dargestellten Determinante 3X' die 
dritte Horizontalmhe der Gomponenten von der ersten Horizon- 
talreihe ab, so erhält man nach dem angegebenen Satze; 



3X« = 



Siit 0,. 0, 



und endlich nach dem Satze (14) der siebenten Vorlesung, wenn 
man zugleich für 5« seinen Werth 3 setzt: 



(12) 



i' = 



»1. 



5t , 5j, 5j 
*8 > 53 , 54 

Beachtet man aber, dass: 

(13) ^ = AS -h X? + A{, 

so hat man nach Satz (31) der siebenten Vorlesung: 



(I4)...Z« = 



^0» *i# Aj 

iL* 1* 1* 



Aq , A t , Af 

^0» A| , Aj 
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und da man hat: 




IS. Af. A," 


(i, - ij (A, - Ao) (A, - 


-A.) = 


^0» ^1 > ^« 



so ist: 

(15) X» = {(A, - A.) (A, -AJ (A. - A,)}; 

Es ist dieses gerade der Ausdruck Z* fiir w = 2, den wir 
in (38) der achtzehnten Vorlesung in die Summe von Quadraten 
zerlegt haben. Da nun dieser Ausdruck i* nicht verschwinden 
kann, wenn nicht jedes einzelne Quajirat, woraus er besteht, ver- 
schwindet, so sieht man, dass die eine Bedingungsgleichung (ii) 
X* = für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Glei- 
chung ^ = in mehrere zerfällt, wodurch das oben hervorge- 
hobene Paradoxon erklärt ist. 

Wenn hiernach die Zerlegung des Ausdruckes X'- in die 
Summe von Quadraten theoretisch keine Schwierigkeiten macht, 
so bedarf es doch mannigfacher Reductionen, um die Quadrate, 
in deren Summe 'sich der Ausdruck V zerlegt, auf die einfach- 
sten, von Kummer angeg^enen. Formen zurückzuführen. Wir 
werden daher den in der achtzehnten Vorlesung eingeschlagenen 
Weg der Zerlegung des Quadrates Z* in dem Folgenden ein we- 
nig modificiren. 

Zu diesem Zwecke stellen wir die Determinante + Z: 



(16) 



+ X = 



IS. 


A,". 


A»l 


ll 


A.S 


1.'^ 


^, 


A.', 


i.* 



die ungeändert bleibt, wenn man irgend eine der Verticalreihen 
der Gomponenten durch ein und dieselbe Grösse dividirt und die 
Determinante selbst mit derselben Grösse multiplicirt, also dar:] 



-J- L = Aq Aj Af 



^0 » ^1 » ^2 

1, I. I 

i. i- , — 

Aq X^ X2 
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und bemerken, dass das Produkt Aq A, H, der drei Wurzele der 
kubischen Gleichung J = o nach (10) der zwanzigsten Vorlesung 
gleich ist: 



(«7) . • i> = 

weshalb man auch hat: 
(18) .....+ Z = 2> 



«*00» "Ol» « 

«10» «11» «1« 

«10» «»I» «M 

Ao » *l » ^t 

1, 1, 1 

1 I i 



lo ^i ^2 

Das Quadrat dieses Ausdruckes + L, dargestellt als eine 
Function der Coefßcienten in der durch (2) gegiebenen Func- 
tion (p(x, y, z), werden wir nun zerlegen in die Summe von 
Quadraten. 

Zu diesem Zwecke bringen wir in Erinnerung, dass in der 
zwanzigsten Vorlesung die Substitutionen mit ihren Auflösungen: 

a:= aX + aY+ a'Z, X = ax + by + cz, 
m . . , y = 6J^ + 6'F + fc"Z, r= aar + ^V + cz, 
z = cX + cT + c'Z, Z = a'x + ^ V + ^ z 

80 bestimmt worden sind, dass sie folgende drei Gleichungen zu 
identischen Gleichungen machen: 

q>[x,y,z) = Xo^+A.r + ^2*, 

(20) a:« + y* + «• = ^ + F« + ^, 

0{x,y,z) — T + T '^ T' 

*0 *1 *t 



wenn <b{x, y, z) die reciproke Function von g>{x, y, z) ist Denn 
die letzte ton diesen Gleichungen folgt unmittelbar aus den in 
der achtzehnten Vorlesung vorgetragenen allgemeinen Sätzen. 
Dieses vorausgeschickt bilden wir nun die Determinante [a]: 

l9»» Wiy)' i9>'(«) 

a?» y, ^ 



(21) ... [a] = 



^(5», |*'(y), f a>» 
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und bemerken, dass die Componenten in derselben auf Grund 
der identischen Gleichungen (20) folgende VVerthe haben: 

^(p\x) = aXo^ + a% r + a'X^Z, 

^^\z) = cKX + cX,T + c\Z. 
xzs^ aX + aT-^ aZ, 

« = c jr + c'r + cz. 



D 



.D 



nD , 



-^iP[x) -^^ aj^X + ö J^ Y + a jZ, 

|<p» = c^a: + c'|f+c"|z. 

Setzen wir diese Werthe der Compenenten in die Determi- 
nante (21), so sehen wir, dass nach (31) und (29) der siebenten 
Vorlesung dieselbe in das Product zerfallt: 



(22) 



[«] = 



rt, a\ 


ff 
a 




b, b\ 


h" 




c, c, 


c" 





K. 


i., i. 




i> 


1. 1 


.D.XTZ. 


1 
V. 


1 1 





Da nun der erste Factor dieses Productes nach (l9) und (20) 
der neunzehnten Vorlesung gleich 1 ist, das Product der beiden 
darauf folgenden Factoren nach (18) gleich ^T X, so haben wir 
die durch die Substitutionen (i9) identische Gleichung: 



(23) 



XYZ -^ + 



= xM. 



Wh* entwickeln nun die durch (2i) definirte Determinante [«], 
welche homogen und von der dritten Ordnung ist in Rücksicht 
auf die Variabein x, y, Zy indem wir setzen: 

(•24) [a\ = 2aa^a,a, ^"^ /* z"^^ 

und setzen diese Entwickelung in (23). 
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Alsdann haben wir eine Entwickelung des Productes XTZ 
(*i3) nach Potenzen nnd Produkten der Variabein x, p, z. Eine 
zweite Entwickelung desselben Productes entnehmen wir aus (22) 
der neunzehnten Vorlesung: 

(35) XrZ=^A^^a,a, x'^o /i z««, 

deren Entwickelungscoefflcienten an der bezeichneten Stelle vorliegen. 
Da nun beide Entmckelungen für alle Werthe der Variabein 
X, y* ^ gelten, so müssen die Coeflficienten der Potenzen und Pro- 
ducte gleicher Variabein in beiden einander gleich sein, weshalb 
wir haben: 

(26) • 5 ^«0«!«« ^^ + T — ' 

ein System von Formeln, auf welches Jacobi zuerst aufmerk- 
sam gemacht hat. 

Setzen yAr diese Werthe von Ä^ ^ ^ in die Gleichung 
(26) der neunzehnten Vorlesung ein, so erhalten wir die Kum- 
mer'sche Zerlegung de^ Ausdruckes Z' in die Summe von nur 
sieben Quadraten: 

Z« = 15{a,Jo + «oJo + öo!.} + «i!i 

(27) 

+ («ito — Ojot)* + («oit — Ofiu)* + («toi — «oti)*. 

Eine andere Zerlegung des Ausdruckes Z* in die Summe von 
zehn Quadraten würde aus der Gleichung (24) der genannten 
Vorlesung hervorgehen. 

Es bleibt noch übrig die zehn Entwickelungscoefücienten 
^«„«1«, selbst zu berechnen. Dazu ist die Kenntniss des Pro- 
ductes von D und der reciproken Function 0(x,y, z) erforder- 
lich. Setzen wir daher: 

(28) D O (.r, y, z) = b^ + b^^* + ft„2« + ^^^yz + ^b^^zx + ^b^iXy, 

so ergeben sich nach dem bekannten Bildungsgesetz der recipro- 
ken Function 0{xj y, z) aus der gegebenen Function q>{x, y, z) 
die Werthe: 

^00 = «II «tf — ««*, ft« = «01«0t — «00««» 

(29} ... . ft|i = «tt «00 — «10*» ho = «u«io — «11 «to» 
5,, = «00 «II — «Ol*» ^01 = «to«2i ^ «tt«oi* 
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Setzen wir ferner die Werthe der partiellen DHTerential- . 
quötienten der gegebenen Function <p (x, y, z) und ihrer reeipro- 
ken Functionen <l>(ar, if, z) in (21), und ent\\ickeln nach Vor- 
schrift von (24), so finden wir: 

«800 = «tO^IO — «10 ^fO» 

«OSO == «01*21 «11*01» 

«003 == ««*« — «Of *if» 

«J«0 = ««*« — «il*« + «00*21 — «21*00 + «01*20 — «20*01» 

«•t2 = ««*« — ««*W + «H*at — «02*11 + «12*01 — «01*12» 
«210 = ««,*!! — «11*20 + «00*20 — «20*00 + «21*10 — «10*21» 

«201 = «,0*00 — «00*10 + «22*10 " «10*22 + «Ol *20 ^ «20*0P 
«021 = «01*22 — «22*01 + «11*01 — «01*11 + «02*21 — «21*02» 

«111 == «„ *„ — «,i*M + «00 *22 — «22*00 + «l| *00 ^ «00*il- 

Der Ausdruck (27) für Z* kann, unter der Voraussetzung 
der Realität der Coefficienten in der gegebenen Function (2) 
g>{a:, y, z), nicht verschwinden, wenn nicht Jedes einzelne Quadrat, 
aus welchen er zusammengesetzt ist, verschwindet. Lassen wir 
daher nur die beiden ersten Quadrate der Summe verschwinden, 
so ergeben sich daraus die beiden Gleichungen; 

*12 __ *20 __ *oi, 

^12 «20 <»01 

welche mit den zu Anfang der Vorlesung aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen vollkommen übereinstimmen. 

Unter Vermittelung dieser beiden Gleichungen verschwinden 
auch die übrigen Entwickelungscoellicienten a^ cc a^^ und deshalb 
auch die übrigen Quadrate, aus welchen der Ausdruck (27) L* 
zusammengesetzt ist. 
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Siebenandzwanzigste Vorlesang. 

Schnitte von Oberflächen zvi^eiter Ordnung und 
Ebenen. Kreisschnitte. 



Die Schnittcurve einer Ebene und einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung ist ein Kegelschnitt, weil nach den Aus- 
einandersetzungen in der sechszehnten Vorlesung durch die Schnitt-' 
curve eines Ebenenpaares und der gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung sich immer ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen 
lässt. Sie ist überdies eine Curve zweiter Ordnung. Denn trans- 
formirt man die Gleichung der gegebenen Oberfläche auf ein 
neues rechtwinkliges Coordinatensystem , dessen eine Coordinaten- 
ebene mit der, die Oberfläche schneidenden. Ebene zusammen- 
fällt, so ändert sich der Grad der Gleichung nicht. Es ändert 
sich auch der Grad der Gleichung nicht, wenn man die, auf 
der schneidenden Ebene senkrecht stehende, variable Coordinate 
in der Gleichung der Oberfläche gleich setzt, wodurch man 
eben die Gleichung der Schnittcurve erhält. 

Die reciproke Polare derjenigen geraden Linie, welche auf 
der Schnittebene im Unendlichen liegt, schneidet die Schnittebene 
in dem Mittelpunkte der Schnittcurve. Denn alle Sehnen der Ober- 
fläche, welche durch den Schnittpunkt und die genannte gerade 
Linie im Unendlichen gehen, werden durch ihn halbirt. Es macht 
demnach keine Schwierigkeit den Mittelpunkt eines ebenen Schnit- 
tes einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung zu construiren, 
oder, der Construction folgend, die Goordinaten desselben analy- 
tisch zu bestimmen. Wir ziehen es jedoch vor, das Problem 
des Mittelpunktes eines ebenen Schnittes auf einer gegebene^ 
Oberfläche zweiter Ordnung rein algebraisch aufzufassen. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit ^(a:, y, z) und f{x, y, z, 1) 
die Ausdrücke: 

(1) 9(^» y> 2) = «00«^ + «iiy'+ «82«* + 2a,iy4; + 2ajo«^ + 2öoi«y, 

(2) f{ic,y,zA) = g>{oc, y, z) + ^a^o^ + ^(^zi y + a«,«« + 0,3, 
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und nehmen an, dass die Gleichung der gegebenen OberflAche 
zweiter Ordnung und der sie schneidenden Ebene seien: 

(3) f{x,y,z,l) = 0, 

(4) a.r + 6y + C2 + rf = 0. 

Das Problem des Mittelpunktes der Schnittcurve der Ober-* 
fläche und der Ebene lässt sich dann algebraisch so fassen: 

Die Substitutionen: 
(b) . , . . X =z X + A, y=r+B, z = Z+C 
zu bestimmen, welche die Gleichungen: 

(6) n^. y, z. I) = 9{X. Y,Z)^ ^(«^ + »1^+ cZ) + f{A, B, C, l), 

(7) . . . . ax+ by;\- cz + d = aX + b Y + cZ 
zu identischen Gleichungen machen. 

Das Problem verlangt die Bestimmung von vier Grössen 
fi, A, B, C. Diese vier Grössen sind so zu bestimmen , dass sie 
den vierzehn Bedingungsgleichungen genügen, welche man er- 
hält, wenn man (5) in die Gleichungen (6) und (7) substituirt 
und die Coefßcienten der Potenzen und Producte gleicher Varia- 
bein auf beiden Seiten der Gleichungen einander gleich setzt. 
Man bemerkt aber sogleich, dass die sieben, von den Gliedern 
der zweiten und oten Ordnung in (6) herrührenden, Bedingungs- 
gletchuujgen identische Gleichungen sind , dass ebenso die drei, 
von den Gliedern der .ersten Ordnung in (7) herrührenden, Be- 
dingungsgleichungen identische Gleichungen sind. Es bleiben 
also in der That nur vier Gleichungen zur Bestimmung der ge- 
nannten vier Grössen übrig, und das Problem, ist ein ganz be- 
stimmtes. 

Die in dem Problem zu bestimmenden Grössen A, B, C sind 
die Coordinaten des Mittelpunktes des durch die Gleichungen (3) 
und (4) gegebenen Kegelschnittes. Denn macht man in den ge- 
nannten Gleichungen die Substitutionen (6), wodurch mit Bei- 
behaltung der Richtung der Coordinatenaxen nur der Coordinaten- 
anfangspunkt geändert wird, so gehen die Gleichungen (3) und (4) 
des Kegelschnittes über in: 

{S).,.g>{X, r, Z) - 2(i{aJC + ÖY + cZ) + f[A, B, C, l) = o, 

(9) aX + bY + cZ = 0. 

21* 
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Sind nun X, Y, Z die Coordinaten irgend eines Punktes auf 
diesem Kegelschnitte, welche den beiden Gleichungen genügen 
müssen, so genügen auch die Coordinaten — X, — Y, — Z 
denselben beiden Gleichungen. Das heisst jede durch den Coor- 
dinatenanfangspunkt gehende Sehne des Kegelschnittes wird durch 
-ihn.balbirt. Da aber A, B, C die Coordinaten des neuen Anfangs- 
punktes in dem ursprünglichen Coordinatensystem sind, so sind 
dieselben zugleich die Coordinaten des Mittelpunktes des durch 
die Gleichungen (3) und (4) gegebenen Kegelschnittes in dem ur- 
sprünglichen Coordinatensysteme. 

Macht man in (6) und (7) die Substitutionen (6) und setzt 
die Coefficienten der Potenzen und Producte gleicher Variabein 
auf beiden Seiten der genannten Gleichungen einander gleich, 
so erhält man mit Uebergehung der zehn ' identischen Gleichun- 
gen folgende vier lineare Gleichungen zur Bestimmung von ^ 
und der Coordinaten A, B, C des Mitteluunktes des Kegelschnittes : 

mB) + (ib = o, 
10 

aA+ bB + cC+ d — 0, 

Diese Gleichungen beweisen, dass man das vorgelegte Pro- 
blem auch als eine Maximums- oder Minimums-Aufgabe behandeln 
kann: Die Vl^erthe der Variabein in der gegebenen 
Function f{xyy,z, 1) so zu bestimmen, dass die Func- 
tion ein Maximum oder Minimum werde, wenn zwi- 
schen den Variabein die Bedingungsgleichung 
ax + hy + cz '\' d == gegeben ist. Denn diese Aufgabe 
führt wieder auf die Gleichungen (10) zurück. 

Es fällt ferner in die Augen, dass in die, den Mittelpunkt 
des Kegelschnittes bestimmenden, Gleichungen das ganz constante 
Glied «83 in der Gleichung der gegebenen Oberfläche nicht ein- 
geht. Diese Bemerkung beweiset den Satz: 

Eine beliebig gegebene £bene schneidet das ganze 
System Oberflächen zweiter Ordnung, die denselben 
Asymptotenkegel haben, in Kegelschnitten, welche 
denselben Mittelpunkt haben. 
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Dieser Satz gilt auch von den Ellipsoiden mit demselben 
Mittelpunkte und derselben Richtung ihrer Hauptaxen, wenn die 
Verhältnisse der letzteren constant sind. Denn^unter diesen Be- 
dingungen haben sie denselben imaginären Asymptotenkegel. 

Betrachtet man in der vierten Gleichung (10) d als variabel 
und eliminirt man aus den übrigen Gleichungien (lo) die Unbe- 
kannte fi, so erhält man die Gleichungen: 

^' * a b c 

der geraden Linie, in welcher die Mittelpunkte der mit (4) pa- 
rallelen Schnitte liegen. Es ist dieses die reciproke Polare der 
geraden Linie, welche in der Ebene des Schnittes im Unendli- 
chen liegt. Deshalb ist sie auch der geometrische Ort der Pole 
der parallelen Schnittebenen. 

Die Lage der, die gegebene Oberfläche schneidenden. Ebene 
war bisher beliebig. Wir wollen jetzt dieselbe so bestimmen, 
dass der Mittelpunkt ^uf der Schnittcurve selbst liegt, dass also 
die Schnittcurve ein Linienpaar wird. 

Die Bedingung, dass dieses zutrefl'e, druckt neben den Glei- 
chungen (10) die noch hinzukommende Gleichung aus: 

fiA, 2?, C, 1) = 0. 

Um diese Gleichung des zweiten Grades mit Hülfe der Gleichini- 
gen (10) auf eine lineare Gleichung zurückzuführen, multipliciren 
wir die Gleichungen (lo) der Reihe nach mit A, B, C, — (i und 
addiren, wodurch wir erhalten: 

i{Ar{A) + BfiB) + CnC)} ^(id=o. 

Ziehen wir diese Gleichung von der zuletzt angegebenen Be- 
dingungsgleichung ab, so können wir dieselbe also ausdrücken: 

(12) a^oA + a^^B + a^C + a,, + (id z= o. 

Reihen wir endlich diese Bedingungsgleichung als jlie vor- 
letzte in dem Systeme Gleichungen (lO) ein, und setzen, um 

sämmtiiche Gleichungen homogen zu mächen, ^' ^* ^ respec- 

tive für ^, B, C und (iJD =v, so haben wir folgendes System 
von fünf homogenen Gleichungen: 
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«00^ + «01^ + «02^ + «03^ + av = o, 

«10^ + «11^ + «12^+ a,^D + bv = o, 

(13) . . . a^^A + a^^B + «„C + a„2> ^cv=o, 

«30^ + «31^ + Sj^ + <»8S^ + rfi/=o, 

aA + bB + cC + dB -= o , 

welchem genügt werden muss, wenn die Schnittcurve der (Äer- 
fläche ein Linienpaar sein soll. 

Die Elimination der fünf Unbekannten A, B, C, B, v aus die- 
sen Gleichungen giebt: 

«00» «Ol» «02» «03» « 



(14) 



»10» '*li» 



«30» «31- «32» «33» ^ 

a, ft, c, d, ^ 



die gesuchte Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten in 
der Gleichung (4) der, die gegebene Oberfläche (3) in geraden Li- 
nien schneidenden, Ebenen. Diese Bedingungsgleichung druckt 
nach (18) und (13) der zehnten Vorlesung analytisch den Satz 
aus: 

Die Ebenen, welche eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung in geraden Linien schneiden, sind Tangenten- 
ebenen der Oberfläche, und jede Tangentenebene ei- 
ner Oberfläche zweiter Ordnung schneidet die Ober- 
fläche in geraden Linien. 

Von den fünf Gleichungen (13) drückt die vierte die Be- 
dingung aus, dass der, durch die vier anderen bestimmte, Mittel- 
punkt der Schnittcurve auf dieser Curve selbst liege. Wir wer- 
den die genannte Bedingung wieder aufheben, indem wir von 
der vierten Gleichung absehen und an ihre Stelle die Bedingung 
B = substituiren, dass der Mittelpunkt der ebenen Schnittcurve 
in das Unendliche falle, dass also die Schnittcurve eine Parabel 
werde. Dadurch erhalten wir aus (13) mit Weglassung der vier- 
ten Gleichung: 
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«10^ + «11^ + «11^ + ^^ = 0, 

woraus durch Elimination von A, B, C, v hervorgeht: 



(15) 



(16) 



«00» ^01» «OJ» « 

«10» «11» «12» ^ 

«20» «21' «t2» ^ 

a, 6, c, 



= 0, 



die Bedingungsgleichung, welche die Coordinaten a,h, c, d der, 
die gegebene Oberfläche (3) schneidenden, Ebene (4) zu erfüllen 
haben, wenn die Schnittcurve eine Parabel sein soll. 

Die Bemerkung, dass in diese Bedingungsgleichung die letzte 
Coordiuate d der Ebene gar nicht eingeht, drückt geometrisch 
den Satz aus, dass parallele Ebenen eine Oberfläche 
zweiter Ordnung in Parabeln schneiden, wenn eine 
derselben die Oberfläche in einer Parabel schneidet. 
Setzen wir daher d = o, um nur die Schnittebenen zu be- 
trachten, welche durch den Coordinatenanfangspunkt gehen, so 
drückt die Gleichung (16) analytisch einen Kegel zweiter Ord- 
nung aus, der von der Schnittebeae berührt wird. 

Um die Bedeutung dieses Kegels für die gegebene Ober- 
fläche zu ermitteln, drucken viir den, dem Asymptotenkegel der 
Oberfläche parallelen, Kegel, dessen Spitze in dem Coordinaten- 
anfangspunkte liegt, in Punktcoordinaten durch die Gleichung aus: 

(p{^, y, z) = 0. 

Die reciproke Function 0{a, h, c) von (p{x, y, z) kann man dar- 
stellen wie folgt: 



<P(a, 6, c) = — 



«00» «Ol» «02» « 

«10» «11» «12» * 

«20» «21» «22» ^ 

a, b, c, 



328 Siebenundzwanzigste Vorksofig. 

Deshalb ist, unter der Voraussetzung, dass rf =:- o, die Glei- 
chung : 

0{a, b, c) = o, 

oder, was dasselbe ist, die Gleichung (16) die Gleichung des in 
Rede stehenden Kegels, ausgedruckt durch Ebenencoordinaten. 
Man hat daher den Satz: 

Alle Ebenen, welche parallel sind den Tangen- 
tenebenen des Asymptotenkegels einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, schneiden die Oberfläche in Para- 
beln. 

Ausser den angegebenen Parabelschnitten einer Oberfläche 
zweiter Ordnung giebt es keine. 



Wir werden in dem Folgenden das Problem der Hauptaxen 
eines Kegelschnittes auf einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung als die Frage nach den, von dem Coordinatenanfangspunkte 
ausgehenden, geraden Linien behandein, welche den Hauptaxen 
des Kegelschnittes parallel sind, um nicht die Parabel von unse- 
rer BehandlungsweisC' ausschliessen zu müssen. Wir werden das 
vorgelegte Problem rein algebraisch auffassen. 

Zu diesem Zwecke nehmen vfir an, dass (B) die Gleichung 
der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung und dass (4) die Glei- 
chung der, die Oberfläche schneidenden, Ebene sei. Wir neh- 
men ferner an, dass die Gleichung (4) der Ebene in der Normal- 
form gegeben sei, wonach a, b, c die Cosinus der Winkel be- 
deuten, welche die Normale der Ebene mit den zum Grunde ge- 
legten Coordinatenaxen bildet, zwischen welchen Cosinus die Re- 
lation besteht: 

(17) a»+ 6«+ c* = 1. 

Dieses vorausgesetzt kommt das vorgelegte Problem der Haupt- 
axen des Kegelschnittes auf der gegebenen Oberfläche daraitf 
hinaus : 
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Die Substitutionen zu bestimmen: 
X z=: aX + aY+ a'Z, 

(18) y = bX+ b'r + b"Z, 
z ^ cX+ cT + c'Z, 

Weiche die Gleichungen: 

(19) ar' + y' + 2« ^^ Z* + r + Z«. 

(20) . . . q>(x, y, z) = X^X* + l,Y^ + A^Z« - %^'XY -^ 2fi"JrZ 

zu identischen Glejchungen machen unter der Vor- 
aussetzung^ dass a,h,c gegebene Grössen seien, zwi- 
schen welchen die Gleichnng besteht a* + 6' + c*=: I« 

Die Substitutionen (18) sind nämlich, weil sie die Gleichung 

(19) zu einer identischen machen, die Transforraationsformeln 
für ein rechtwinkliges Coordinatensystem in ein anderes recht- 
mnkiiges Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkte. Die 
FZEbene des neuen Coordinatensystemes ist parallel der, die 
Oberfläche schneidenden. Ebene, weil man durch Auflösung der 
Substitutionen (l8) den Werth von X erhält: Jr= aa: + 6y + cz. 
Deshalb stellt sich die Gleichung der Ebene (4) in dem neuen 
Coordinatensystem so dar: 

Z + rf = 0. 

Die Gleichung (20) dient zur Transformation der Gleichung (3) 
der gegebenen Oberfläche auf das neue Coordinatensystem und 
lässt erkennen, dass in der transformirten Gleichung (3) das mit 
YZ multiplicirte Glied ganz fehlt. Setzt man daher in der trans- 
formirten Gleichung (3) — d für X, um die Gleichung des Schnit- 
tes der Oberfläche in der senkrechten Projection auf die FZEbene 
zu erhalten, so fehlt auch in dieser Gleichung das mit YZ mul- 
tiplicirte Glied, welches eben der Beweis ist, dass die FAxe und 
die ZAxe des neuen Coordinatensystems den Hauptaxen der Schnitt- 
curve parallel gehen. 

Das vorgelegte Problem verlangt die Bestimmung von elf 
Grössen, nämlich der sechs nicht gegebenen Coefficienten in den 
Substitutionen (i8) und der fünf Coefficienten Aq, A^, A,, ft', in" 
in der Gleichung (20). Die Zahl der zu erfüllenden Bedingungen 
ist 12. Man erhält dieselben, wenn man in (10) und (20) die 
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Substitutionen (18) macht und die Coefficienten der Potenzen und 
Producte gleicher Variabeln auf beiden Seiten der Gleichungen 
einander gleich setzt. Da von diesen zwölf Bedingungsgleichun- 
gen jedoch eine, nämlich die Gleichung a* + fr* + c* = 1, der 
Voraussetzung nach schon erfällt ist, so hat man gerade so viele 
Bedingungsgleichungen als Unbekannte. ^ 

Nachdem mr uns auf diese Weise von der Lösbarkeit des 
Problemes überzeugt haben, gehen wir an die Bestimmung der 
genannten elf Unbekannten. 

Wir setzen zu diesem Zwecke X = ,l, T= o, Z=^o, und 
erhalten aus (20) mit Rucksicht auf .(18) den Werth der ersten 
Unbekannten: 

(21) K = 9>(«, *» c). 

Um die übrigen zehn Unbekannten zu bestimmen, werden 
'wir die Gleichungen benutzen: 

X ^= ax -{- by + cz, 

(22) r = ao: + 6V + cz, 

Z = a'x + b'y + c'z, 

welche aus der Gleichung (i9) durch Differentiation nach den 
Variabein X, r, Z hervorgehen , und überdies noch die 6 Glei- 
chungen, welche die identische Gleichung (l9) bedingen: 

a« + fr« + c« = I, aV'+fr'fr"-FcV'= 0, 

(23) ....«'• -t- fr'* + c* = 1, aa + h"h + c'c == o, 

a"« + fr"*+ c"« = I ,. aa + hb' + cc = o. 

Durch Differentiation der durch die Substitutionen (18) iden- 
tischen Gleichung (20). nach der Variabein Y erhalten wir: 

a») + b'q>{y) + cq>{z) = 2A, F - ^1^'X 
oder: 

xq>\a) -f y ^'(fr') + z(p\c) = 2 A, r — 2^'Ar. 

Setzen wir in dieser Gleichung für Y und X die Werthe 
aus (22), und vergleichen hierauf beide Seiten der Gleichung mit 
einander, so ergiebt sich daraus das System Gleichungen: 
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(24) ... fp{h') =^ 2lfi' — 26fi', 

q{{c) = 2il,c — 2cft, 

In gleicher Weise erhalten wir ein zweites System Gleichun- 
gen durch Differentiation der Gleichung (20) nach Z: 



(25) 



g,'(a") = 2i,a' - 2flfi". 

g>'(0 = 2A/' — 2fcf*", 

g>'(0 = *^jc" — 2C|»". 

Wir schliessen ferner dem System Gleichungen (24) die letzte 
Gleichung (23) und dem Systeme Gleichungen (26) die vorletzte 
Gleichung (23) an, wodurch wir zwei ganz analog gebildete Sy- 
steme Gleichungen erhalten, von welchen wir nur das eine Sy- 
stem weiter zu behandeln brauchen. 

Das erste von diesen Systemen Gleichungen lässt sich also 
darstellen : 

«10«'+ («ti — ^i)*'+«uc'-h ftfi' == 0, 

«20« + «Jl^'+ («JJ— ^)C'+Cfi'= 0, 

aa + ^ft' + cc' = 0. 



(26) 



Es ist linear und homogen in Rücksicht auf die vier Unbekann- 
ten a, b\ c\ (i. Elimiuirt man diese vier Unbekannten , und setzt 
l für li, so erhält man die Gleichung : 



(27) 



«00 — ^' 



*01» 



^02' 



"10' 
«20» 






•l2» "^ 

*21» «22 ^'^ 
b, C , 



Diese Gleichung ist quadratisch in A. Ihre Wurzeln sind die 
gesuchten Unbekannten X^ und l,. 

Wenn man diese Gleichung nach Potenzen und Producten 
der gegebenen Grössen a, b, c entwickelt, so wird man bemerken, 
dass die Coeflßcienten derselben negativ genommen gerade die 6 
in der zwanzigsten Vorlesung unter (|2) aufgeführten Ausdrücke 
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sind. Adoptirt man daher hier die dort gebrauchte Bezeichnung, 
so stellt sich die Gleichung (27) auch so dar: 

(28) ^oofl*+^iifr*+^25C*+2^ii*c + 2^2oCa + 2^oi «6 = o. 

Von dieser quadratischen Gleichung (27) oder (28) hängen 
die Hauptaxen des ebenen Schnittes der gegebenem Oberfläche 
zweiter Ordnung ab. Durch die Vl^urzeln derselben, die man 
festzustellen hat, lassen sich die noch übrigen Unbekannten des 
Problemes wie folgt ausdrücken. 

Setzt man, um von den Bezeichnungen (12) der zwanzigsten 
Vorlesung Gebrauch zu machen, in den drei ersten Gleichungen 
(26) k für A|, indem man unter iL die Wurzel A| versteht und lö- 
set die genannten drei Gleichungen nach ü\ b\ c auf, so erhält 
man folgende Werthe derselben , ausgedrückt durch die einzige 
Unbekannte (i: 

(29) 6' = - ^ {J,,a + J,,b + J,,c). 

Setzt man in diese Gleichungen für l die andere Wurzel A,, 
so hat man «', b\ c\ ^ respective zu verändern in d\ \>\ c\ (i\ 

Es bleibt noch übrig die Werthe von (i und /»" festzustel- 
len. Dazu dienen die Gleichungen: 

a»+ ft'» + c* = 1, 
a"«+ ft"t+ c"t = i. 

Denn setzt man in die erste von diesen Gleichungen die Werthe 

(29) ein, und in die zweite die aus ihnen durch Veränderung der 
ersten Wurzel A, in die zweite A, hervorgegangenen Werthe, so 
bestimmt die erste Gleichung den Werth von ii\ die andere den 
Werth von ^". 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung, von 
welchen die Hauptaxen eines ebenen Schnittes einer 
gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung abhängen, 
sind reell. 
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Denn wären sie imaginär, so könnten sie nur die Form ha- 
ben ki s== p + qi und Aj = p — ^i. Von derselben Form 
würden aber auch die in dem Vorhergehenden festgestellten 
Werthe der Substitutionscoefficienten a und a\ ebenso b' und 
6", wie c und c" sein. In dieser Form könnten sie jedoch nicht 
der vierten Gleichung (23) genügen: 

Es ist wichtig zu wissen, dass durch reelle Coordinaten- 
transformation die Gleichung d§r senkrechten Projection der 
^hnittcurve auf die FZEbene sich auf die oben angedeutete 
Form zurückführen lässt, in welcher die Summe der Glieder 
zweiter Ordnung ist: 

(30) A,r*+ k^Z\ 

Von ihnen hängt nämlich die Natur der Curve ab. Sie ist eine 
Ellipse, wenn die Wurzeln A| und X^ der quadratischen Gleichung 
(27) gleiche Vorzeichen haben. Sie ist eine Hyperbel, wenn die 
Wurzeln von entgegengesetzten Vorzeichen sind. Sie ist endlich 
eine Parabel, wenn eine der beiden Wurzeln verschwindet. 

Die quadratische Gleichung (27) dient daher zur Unterscheidung 
der drei Arten von ebenen Schnittcurven der gegebenen Ober* 
fläche zweiter Ordnung. Die Schnittcurve ist eine Ellipse, wenn 
die nach Potenzen von l geordnete Gleichung (27) aus Gliedern 
besteht von gleichen Vorzeichen oder aus. Gliedern von abwech- 
selnden Vorzeichen. Im entgegengesetzten Falle ist die Schnitt- 
curve eine Hyperbel. Die Bedingung für Parabelscbnitte er- 
halten wir, da für sie eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(27) verschwindet, wenn wir in jener Gleichung l gleich e setzen, 
wodurch wir wieder auf die Bedingungsgleichung (16) zurück«: 
kommen. 

Die quadratische Gleichung (27) ist unabhängig von der Ent- 
fernung -— d der, die gegebene Oberfläche schneidenden, Ebene 
vom Coordinatenanfangspunkte. Es bleiben daher für aUe paral- 
lelen Schnittebenen die beiden Glieder der zweiten Ordnung (30) 
usgeändert. Auch die Substitutionscoefficienten sind unabhängig 
von der genannten Entfernung — d, wie aus ihren Werthen (29) 
zu ersehen ist. Diese Bemerkungen geometrisch gefasst geben 
den Satz: 
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Parallele Ebenen schneiden eine Oberfläclie zwei- 
ter Ordnung in ähnlichen und ähnlich liegenden Ke- 
gelschnitten. 

Wir verstehen nämlich unter ähnlichen Kegelschnitten solche, 
deren Hauptaxen dasselbe Verhältniss haben, und unter ähnlich 
liegenden Kegelschnitten solche, deren Hauptaxen parallele Rich- 
tungen haben. 

Die Grenze zwischen den Ellipsenschnitten und Hyperbel- 
schnitten einer Oberfläche zweiter Ordnung bilden die Parabel- 
schnitte, welche den Tangentenebenen des Asymptotenkegels der 
Oberfläche parallel sind. Kann diese Grenze nicht erreicht wer- 
den, das ist, wenn der Asymptotenkegel imaginär ist, so hat die 
Oberfläche nur Schnitte derselben Art. Da der Asymptotenkegel 
des EUipsoides iüiaginär ist, so wird das EUipsoid ron allen Ebe- 
nen nur in Ellipsen geschnitten. 

Das durchgeführte algebraische Problem lässt sich auch als 
eine Maximums- oder Minimums-Aufgabe ausdrücken wie folgt: 

Die Werthe der Variabein in der gegebeneu ho 
mogenen Function zweiter Ordnung 9?(a:, y, z) so zu be- 
stimmen, dass der Werth dieser Function ein Maxi- 
mum oder Minimum werde, wenn die Variabein den 
beiden Bedingungsgleichungen a:*+y* + «*— 1=0, 
ax + by + cz =^ genügen. 

Denn stellt man nach den bekannten Regein der Differential 
re(^nung die Gleichungen auf, welche das Problem lösen, se 
findet man gerade die Gleichungen (26) und die Gleichung 
a* -|- ft'* + c** = j, wenn man mit a , b', c die Wertbe der Va- 
riabein bezeichnet, welche die gegebene Function zu einem Maxi- 
mum oder Minimum machen. 



Die Schnittcurve der Ebene (4) und der gegebene» Ober- 
fläclie zweiter Ordnung (3) wird ein Kreis, wenn die Coeffideii- 
ten A| , X, in dem Ausdrucke (30) einander gleich sind. Man er- 
hält dabei* als Bedingung für die Kreisschnitte, dass die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (37) einander gleich sind. 
Auch diese Bedingung ist unabhängig von dem Werthe von d\in 
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der Gleichung der, die gegebene Oberfläche schneidenden, Ebene. 
Deshalb werden alle parallelen Ebenen eine gegebene Oberflfiche 
zweiter Ordnung in Kreisen schneiden, wenn eine derselben die 
Oberfläche in einem Kreise schneidet, was schon aus dem vor- 
angegangenen Satze folgt. 

Um auf die Bedingung der Kreisschnitte einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung näher einzugehen, wollen wir an- 
nehmen, dass die nach Potenzen von l geordnete quadratische 
Gleichung (27) sei: 

(31) AV — B'l + (T = 0, 

Die gesuchte Bedingung für den Kreisschnitt der gegebenen 
Oberfläche ist dann: 

(32) J5'* — 4^C = o. 

Da die Coordinaten a, b, c der Ebene (4) nur dieser einen, 
in Beziehung auf sie homogenen, Gleichung des vierten Grades 
zu genügen brauchen, damit der Schnitt der Ebene und der ge- 
gebenen Oberfläche ein Kreis sei , so könnte man daraus 
schliessen, dass durch einen gegebenen Punkt unendlich viele 
Ebenen gehen, welche die gegebene Oberfläche in Kreisen schnei- 
den. Allein, wie die eine Bedingung der Gleichheit zweier Wur- 
zeln der quadratisdben Gleichung, von welcher die Hauptaxen ei- 
nes Kegelschnittes in der Ebene abhängen, für den Kreis sich, 
unter der Voraussetzung der Realität, in zwei Bedingungen auf- 
läset, so lässt sich auch in dem vorliegenden Falle erwarten» 
dass die eine Bedingung (32) zwei Bedingungen invoivire, wo- 
dnreh die Zahl d^ Kreisschnitte eine beschränktere wurde. 

Die Zerlegung des Ausdruckes ^'* — 4^'C in die Summe 
von Quadraten nach Analogie der vorhergehenden Vorlesung ist 
bisher nicht versucht worden, sie gäbe aber einen schätzenswer- 
then Beitrag für die analytische Behandlung des Problemes der 
Kreisschnitte auf Oberflächen zweiter Ordnung. 

Wir werden im Folgenden der Untersuchung der Kreisscbnitte 
der Oberflächen zweiter Ordnung die in der zwanzigsten Vorlesung 
(i^> (l7), (18) hervorgehobenen einfachsten Gleichungsformen der 
Oberflächen zweiter Ordnung zum Grunde Jegen: 
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K-^ + ^iy* + M' -1 = 0, 

(33) A,v* + X,2* +ax= 0, 

A,r» + aa; +ßy= o. 

Alsdann wird die quadratische Gleichung (üS?) : 

(34) (A,-A)(A,-A)fl«+(A,-A)ao-^A)ft« + (Ao — X)(i,^A)c*=o. 

und daher : 

A' zs=za*+ b*+ c», 

(35) 2?' = (A, + A,)a'+ (i, + k,)b*+ (lo + il,)c*, 

Componirt man aus diesen Ausdrücken die Gleichung (32) 
^'— 4tA'C = 0, so erhält man die Bedingungsgleichung für die 
Kreisschnitte: 

(36) A^a*+ m'+ C*c*—2BCb*c*-^ 2CAc*a*— ^ABa^b*-^ o. 

wenn man, um abzukürzen setzt: 

(37) ^ = A, — X„ 5 = A,-Ao, C=lo-lu 

Diese Gleichung gilt für jede der drei Gleichungsformen (33), 
da man nach Belieben eine oder auch zwei von den Grössen io» K ^t 
gleich setzen kann. Sie zerfällt in die Factoren: 

(aVA + bj/B + cye){—ayA+byB+cyc) 
X {ayA-byB + cyc){ayA + byB-cyc)= o, 

und kann nicht anders erfüllt werden , ab wenn einer der 
Factoren gleich o ist. Lassen wir daher vorläufig die Voraeichcn 
der Quadratwurzelzeichen unentschieden, so haben wir nur die eine 
Bedingungsgleichung : 

(39) ayA + byB + eye = 0. 

Diese eine Gleichung zerfällt aber in zwei Bedingungsgleichun- 
gen, well nach (37) ist: 

A + B + C ^ o, 

und daher immer eine von den drei Grössen A, B, C das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von den beiden anderen hat, wodurch eben 
das Imaginäre in die Gleichung (39) hineinkcmimt. Nehmen wir 
nun an, dass A und C von gleichem Vorzeichen seien, gleichviel. 
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ob eine von den drei Grössen A^, 1,, X^ gleich o ist, so zerfallt 
die Gleichung (39) in die beiden Gleiclningen : 

ayA + eye = 0, 6l/^ = 0, 

woraus sich mit Berücksichtigung der Vorzeichen der Quadrat- 
wurzelgrössen die Bedingtingsgleichungen für die Kreisschnitte 
ergeben : 



(40) ^ = + 7/ --. b=:=0 



c 



-^ r A* 



Sie beweisen, dass die Ebenen der Kreisschnitte, einer 
Oberfläche zweiter Ordnung parallel gehen der mitt- 
leren Hauptaxe der Oberfläche und dass sie mit je- 
der der beiden anderen Hauptaxen bestimmte gleiche 
Winkel bilden. 

Bie Bedingung, dass beide Bichtungen der Kreisschnitte in 
eine zusammenfallen, ist entweder C= o oder A = o, welches 
gerade die Bedingungen für eine Rotationsoberfläche zweiter Ord- 
nung sind. Es fallen daher die beiden Richtungen der 
Kreisschnilte einer Oberfläche zweiter Ordnung nur 
dann in eine Richtung zusammen, wenn die Oberflä- 
che eine Rotationsoberfiäche ist. 

Nehmen wir, um auch den dritten Fall (33] zu berücksichti- 
gen, an, das A^, = X, = o, so zerfällt die Gleichung (39) in die bei- 
den Gleichungen: 

a = 0, b = 0, 

woraus ersichtlich ist, dass die Ebenen der Kreisschnitte senk- 
reeht stehen auf der zAxe der Oberfläche. Eine jede auf der 
zAxe senkrecht stehende Ebene, schneidet aber diese Oberfläche 
in einer geraden Linie. Diese Thatsache widerstreitet jedoch un- 
seren Ansichten nicht, wonach wir eine gerade Linie auch als 
Kreis betrachten mit unendlich grossem Radius. 



Wir werden das Problem der Kreisschnitte einer Oberfläche 
zweiter Ordnung einer zweiten von dem Vorhergehenden unab- 
hängigen Behandlung unterwerfen, welche in grösserer Allgemein- 
heit die Abhängigkeit desselben von dem Problem der Haupfaxen 
der Oberfläche an den Tag legen wird. 

Hesse, Analyt. Geomelr. 22 



33S Siebenundzwanzigste Vorlesung. 

Es sei f{x, y, z, l) = o die Gleichung einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung. Hai diese Oberfläche einen Kreisschnitt, 
so kann man durch denselben eine Kugel K ^=^ o hindurchlegen, 
welche die Oberfläche noch in einem zweiten Kreise schneiden 
muss. Denn da die beiden Oberflächen sich in einer, in einer 
Ebene liegenden , Curve, dem Kreise, schneiden, so schneiden sie 
sich nach den Auseinandersetzungen in der neunten Vorlesung 
noch in einer zweiten, in einer Ebene liegenden, Curve und, 
da diese Curve auf der Kugel liegt, in einem zweiten Kreise. 

Die beiden Kreise liegen in einem Ebenenpaar ^ ^, = o, 
welches durch den Schnitt der gegebenen Oberfläche und der 
Kugel hindurchgeht. Man wird daher auf Grund der neunten 
Vorlesung zwei Factoren l und fi der Gestalt bestimmen können, 
dass man identisch hat: 

(41) f{x,y,z,\)^ lK = ^iAA,. 

Umgekehrt, wenn sich die in diese Gleichung eingehenden 
unbestimmten Constanten so bestimmen lassen, dass die Gleichung 
eine identische wird, so wird das als Beweis dienen, dass die ge- 
gebene Oberfläche Kreisschnitte habe, und dass diese Kreis- 
schnitte in dem Ebenenpaare AAi=^o liegen. 

Der Ausdruck : 
(42) .... K^{x - Af -f.(y - Bf + {z ^ C)* - R* 

enthält die zu bestimmenden Coordinaten A, B, C des Mittelpunk- 
tes der Kugel IC= o und den zu bestimmenden Radius B , also 
vier zu bestimmende Constanten. Das Product fiAA, enthält 7 
zu bestimAiende Constanten. Die identische Gleichung (41) ent- 
hält daher, da noch die Constante l hinzukommt, im Ganzen 12 
zu bestimmende Constauten. Sie löset sich aber nur in zehn 
Bedingungsgleichungen auf, welche die zwölf Constanten nicht 
vollständig bestimmen können. Man kann daher auf mehrfache 
Art die zwölf Constanten so bestimmen, dass sie der Gleichung 
(41) identisch genügen; weshalb die gegebene Oberfläche Kreis- 
schnitte haben wird. 

Um das Problem der Kreisschnitte einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung als ein bestimmtes algebraisches Problem 
auszudrücken, wollen wir annehmen, dass, die ganz constanten 
Glieder in A und At gleich o seien, was darauf hinauskommt. 
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die Ebenen der Kreisschnitte durch den Coordinatenanfangspünkt 
gehen zu lassen. Dadurch wird das Problem ein ganz bestimm- 
tes. Denn wir haben die 4 von der Kugel herrührenden Con- 
stanten, die 5 in |ii^^, steckenden Constanten und die Con- 
stante X, also gerade so viel zu bestimmende Constanten als Glei- 
chungen. 

Die vier Constanten der Kugel gehen nur in die vier Glieder 
der ersten und Oten Ordnung auf der linken Seite der Gleichung 
(41) ein. Diese vier Constanten reichen daher aus, um die vier 
Glieder verschwinden zu machen, da sie den entsprechenden Glie- 
dern des rechten Theiles der Gleichung, welche eben verschwin- 
den, gleich sein sollen. Da nun das Problem der Kreisschnitte 
weder den Mittelpunkt noch den Kadius der erwähnten Kugel 
verlangt, so können wir von 4en Gliedern der ersten und oten Ord- 
nung in der identischen Gleichung (41] absehen, und, indem wir 
nur die Glieder zweiter Ordnung im Auge behalten, auf Grund 
von (2) und (42) das Problem der Kreisschnitte einer gegebenen 
Oberfläche f{x. y, jr, 1) = o als ein ganz bestimmtes algebrai- 
sches Problem also ausdrucken: 

Die Constante l und die fünf in dem Product 
(lAAi steckenden Constanten der Art zu bestimmen, 
dass folgende Gleichung: 

(43) ....:. (fix, y, z) ^ A(a:« + y« + «») = fiAA^ 

eine identische Gleichung wird. 

Denn AA^^^ o ist dann, die Gleichung des durch den Coordina- 
tenanfangspünkt gehenden Ebenenpaares, welches die gegebene 
Oberfläche in Kreisen schneidet. 

Um dieses algebraische Problem zu lösen, diflerenziren wir 
die identische Gleichung (43) nach den Variabein , wodurch wir 
die ebenfalls identischen Gleichungen erhalten: 

'/ \ « 1 j dA\ , . dA 

(44) .. v'{y) -Uy = i^A^-^ + t^A, ^. 



9'{z)-Uz = tiA^ + tiA, 



dA 
dz' 
22* 



340 Siebenundwanzigste Vorlesung. Schnilte von Oberflächen 2. 0. elc. 

. Wir setzen in diesea Gleichungen für die Variabel« .r , y , z 
die Werthe a, 6, c derselben, welche den Gleichungen: 

A := o , Ai = o 
zugleich genügen, also die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Schnittlinie der Ebenen A = o und ^, = o, wodurch 
wir erhalten: ^^^^^ - 2Aa = o, 

(45) (p\b) — nb = o, 

g)'{c) — 2Ac -— o. 

Dieses sind dieselben Gleichungen, welche wir in (7) der 
zwanzigsten Vorlesung zur Bestimmung der Richtung der Haupt- 
axen aufgestellt haben. Aus ihnen geht durch Elimination tou 
Ä, ft, c die in Rücksicht auf k kubische Gleiefaung ^ = o her- 
vor, deren Wurzeln 1©» ^i» ^i <^lc Gleichung (43) zu einer identi- 
schen machen. Es entspricht daher einer jeden von diesen Wur- 
zeln ein Ebenenpaar (lAAi = o, welches einer der drei Haupt- 
axen der Oberfläche parallel ist und die Oberfläche in Kreisen 
schneidet. 

Statt eines Ebenenpaares wie vorhin haben wir jetzt drei 
Ebenenpaare für die Kreisschnitte der gegebenen Oberfläche, de- 
ren Gleichungen wir erhalten, wenn wir in der Gleichung: 
(46) g>{x, y, z) — l(x* -f y« + 2») = o 

für l nach einander die drei W^urzeln A^, 1,, V der kubischen 
Gleichung J = setzen. 

Von diesen drei Ebenenpaaren ist jedoch nur dasjenige reell, 
welches der mittleren Wurzel ent^richt. Denn transformiren 
wir die beiden Glieder, woraus- der linke Theil der angegebenen 
Gleichung zusammengesetzt ist, durch die Substitutionen (l) ^er 
zwanzigsten Vorlesung iq (2) und (3) derselben Vorlesung, so 
stellt sich die Gleichung also dar: 

(47) . . . (Ao - A)^ + (A, - A) r -f (A. - A)2* = 0, 

deren linker Theil nur für den Werlh von A gleich der mittle- 
ren Wurzel A,, A, , A, gleich ist der Diflerenz zweier Quadrate, 
während derselbe für die beiden anderen Wurzeln gleich ist der 
Summe zweier Quadrate. Deshalb ist das Ebenenpaar (46) im 
ersten Falle reell, im anderen Falle imaginär. 
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Achtundzwan^igste Vorlesung. 

Krümmungsradien der Normalschnitte und schie- 
fen ebenen Schnitte der Oberflächen, 



Für eine in rechtwinkligen Coordinalen x,y gegebene Glei- 
chung irgend einer ebenen Curve: 

(0 « = o 

werden wir zur £rhallung der Symmetrie in der folgenden Un- 
tersuchung der Krümmungsradien mit Einführung einer neuen 
unabhängigen Variabein / zwei Gleichungen substituiren : 

(2) ^ = /'W, y = 9>(0 

der Art, dass, wenn man die Werthe von x und y aus (2) in 
(I) setzt, man eine in t identische Gleichung erhält. 

Die Function f{t) soll eine beliebig gewählte, aber nach der 
Wahl ein für alle Mal bestimmte Function von i sein. Die Func- 
tion q>(l) ei'hält man dann, wenn man den Werth von x = f(t) 
in die Gleichung u = o setzt, und dieselbe nach y auflöset. 

In dieser Voraussetzung erhält man aus (*2) die Coordinaten 
X, y aller Punkte der gegebenen Curve (l), wenn man der un- 
abhängigen Variabein t alle möglichen Werthe zuertiieilt. Man 
erhält die Gleichung (l) der Curve selbst, wenn man t aus den 
beiden Gleichungen (2) eliminirt. Diese Gleichung (i) wird eine 
in l identische Gleichung, wenn man sich die Werthe von x und y 
aus (-2) in dieselbe substituirt denkt. In dieser letztern Hypothese 
kann man daher die Gleichung (i) so oft nach / diflerenziren, als 
man vtill, und erhält dadurch immer wieder in Rücksicht auf / 
identische Gleichungen. 

Differenzirt mau die gegebene, in t identische, Gleichung ein 
oder zwei Mai nach /, so dient die gegebene Gleichung als Defini- 
tion von y, die erste DiiTerentialgleichung dient, um .^ = y', und 
die zweite Differentialgleichung, um ^ = y" zn bestimmen. 
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Belrachteu wir nun irgend einen Punkt p der gegebenen 
Curve (l) mit den Coordinaten: 

P) ^> y. 

wie sie durch die Gleichungen (2) als Functionejt des dem Punkte 
p entsprechenden Werthes von / gegeben sind, und setzen unter 
der Annahme, dass dt eine verschwindend kleine Grosse sei, 
f + rf^ für / in die Gleichungen (2), so erhalten wir die Coor- 
dinaten eines zweiten dem Punkte p unendlich nahen Punktes q 
der Curve: 

q) a: + x'rft, y + ydU 

Die gerade Linie, welche beide Punkte mit einander ver- 
bincjet: 

(3) {X—x)y- [Y^y)x = o 

ist die Tangente der Curve in dem Punkte p mit den varia- 
heln Coordinaten Ä, Y, 



Differenzirt man die Gleichung (l) nach / und setzt, um ab- 
zukürzen , X- = Mg " = «,, so erhält man die Differential- 
gleichung: 

w . • •. . tif^' + «y = 0, 

mittelst welcher man der Gleichung der Tangeate (3) die Ge-. 
stalt geben kann: 

(5) (^ - a:)tto + (F - y)ti. = o. 

Die Coordinaten x, y eines Punktes einer zweiten Curve: 

(6) \ V = 

kann man wieder als Functionen einer und derselben unabhängigen 
Variabein t darstellen wie folgt: 

(7) ^-=/*W, y = *W. 

Diese Curve geht durch den genannten Punkt p, wenn für 
den ihm entsprechenden Werth von t der Werth von y, in u := o, 
gleich ist dem Werthe von y in t; = o. Sie geht überdies durch 
den Punkt q, wenn der Werth von y in (4) dem Werthe von y 
in der analogen Differentialgleichung: 

(8) V + »ly = 
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gleich ist. Denn die Wertfae von x und x für die beiden Cur- 
ven sind nach (2) 'und (7) einander gleicli. 

Zwei Curven berühren sich in der ersten Ordnung, 
wenn sie beide durch zwei unendlich nahe Punkte hindurchgehen. 
Die Bedingungen einer solchen Berührung sind demnach, dass 
die Werthe von y und y für den Berührungspunkt, aus der Glei- 
chung der einen Curve und aus ihrer Differentialgleichung .in die 
Gleichung der anderen Curve und ihre Differentialgleichung ge- 
setzt, den Gleichungen genügen. Es haben daher zwei sich be- 
rührende Curven in dem Berührungspunkte dieselbe Tangente. 

Betrachten wir einen dritten Punkt r der Curve m = o, 
dem zweiten q unendlich nahe, dessen Coordinaten: 

r) a; 4. ^xdt + xdf, y + Hydt + y'dt^ 

aus den Coordinaten des Punktes q dadurch hervorgehen, dass 
raan t + dt setzt für f, so bemerken wir, dass zur Bestimmung 
derselben noch die Differentialgleichung zweiter Ordnung der ge- 
gebenen Curve M = o erforderlich ist : 

(9) u^x* + 2Mo,a:y + M„y'* + u^x' + u^y" = 0, 

in welcher durch u^^, «„,, m,, die zweiten partiellen Differential- 
quolienten der Function u nach den Variabeln x, y ausgedrückt 
sind. Soll nun die Curve t> = o auch durch diesen Punkt gehen, 
so muss auch das y' aus der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung: 
(10) v^x^ + 2v^^xy + v^ty* + v" + v^y" = 

dieser Curve dem y' aus der vorhergehenden Differentialgleichung 
für den Berührungspunkt p gleich sein. 

Man sagt, zwei Curven berühren sich in der zwei- 
ten Ordnung, wenn sie beide durch drei unendlich nahe Punkte 
hindurchgehen. Man erhält demnach die drei Bedingungen für eine 
Berührung zweier Curven in der zweiten Ordnung, wenn man aus 
der Gleichung der einen Curve und ihren beiden Differentialglei- 
chungen die Werthe von y, y\ y" in die Gleichung der anderen 
Curve und in ihre beiden Differentialgleichungen setzt. 

Ist die zweite, die erste Curve m == in der zweiten Ordnung 
berührende, Curve ein Kreis: 

(II) . . (o: — a)* + (a: — ft)* — r* = 0, 
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8o neiifit fuau den Kreis Krummungskreis, den dkuTh die Coor* 
dinaten a, h bestimmten Mittelpunkt den Krummungsmiitelpunkt 
und den Radius r desselben den Krümmung^-adius für denjenigen 
Punkt der Curve m = o, in welchem die Berährung zweiter Ord- 
nung statt hat. 

Die Bedingungen für ien Krümmungskreis sind demnach fol- 
gende drei Gleichungen: 

[x- «)» + (y--6)«- r« = o, 

(12) (a: — fl)a:'+ {y — h)y = o, 

ar* + y * + (a: — a)x' + (y — %"= o , 

in welchen man sich für y. y\ y" die Werthe substituirt denken 
muss, wie sie sich aus der Gleichung der Curve (l) uz=zo und 
ihren beiden Differentialgleichungen (4) und (9) ergeben. Die 
beiden letzten von den Gleichungen (12) bestimmen die Goordina- 
ten a, 6 des Krümmungsmittelpunktes, die erste Gleichung den 
Krümmungsradius. 

Um den Krümmungsmittelpunkt der Curve u=:^ o für einen 
gegebenen Punkt p derselben in anderer Weise festzustellen, be- 
merken wir, dass die Gleichung der Normale der Curve in dem 
Pufikte p, das heisst der geraden Linie, welche in diesem Punkte 
auf der Tangente (3) senkrecht steht,, ist: 

{x — a)x + [y — b)y = o, 

wenn wir mit a, fr die variabeln Coordinaten der Punkte der 
Normale bezeichnen. 

Setzen wir in dieser Gleichung x -|- ^'dt, y + ydi respective 
für Xy y, so erhalten wir die Gleichung der im Punkte q errich- 
teten Normale der Curve u = o: 

{{x—ü)x+{y^b)y'} + {x^^y^+{x^a)x+^[y^h)y'}dt:=.o. 

und daher die Coordinaten a, b des Schnittpunktes beider Norma- 
len aus den Gleichungen: 

[x — a)x + [y — b)y = o, 

^'' + y * + {3c — u)x + (y — b)y' = o. 

Da diese Gleichungen aber gerade die beiden letzten Glei- 
ctwogen (12) sind, welche dort die Coordinaten des Krümmungs- 
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nnltelpunktes bestimmteD, so sehen wir, dass zwei auf einan- 
der folgende, unendlich nahe Normalen einer Curve 
sich in dem Mittelpunkte des Krummungskreises 
schneiden, der die Curve in den Fusspunkten der Nor- 
malen in der zweiten Ordnung berührt. 

Wir werden uns dieses Satzes bedienen, um den Krummungs- 
mittelpunkt und den Krümmungsradius eines Normalschnittes einer 
gegebenen Oberfläche zu bestimmen. 

Es sei die in rechtwinkligen Coordinaten x, y, z gegebene 
Gleichung irgend einer Oberfläche: 

(13) « = 0, 

und die Coordinaten eines beliebig angenommenen Punktes p 
anf derselben: 

P) X, y, z. 

Alsdann weiss man nach den Auseinandersetzungen im Anfange 
der dreiundzwanzigsten Vorlesung, dass die Cosinus der Winkel, 
welche die Normale der Oberfläche in dem Punkte p mit den 
Coordinatenaxen bildet, sich verhalten wie die partiellen Diffe- 
rentialquotienten der Function u nach den Variabein «r, y, x ge- 
nommen, also wie: 

Sind nun die Coordinaten eines variabelii Punktes P auf der Nor- 
male der Oberfläche in dem Punkte p: 

P) a, b, c, 

so hat man die Gleichungen der Normale mit dem variabeln Fac- 
tor fi: 

X — a = ft«„, 

(14) ..... ; ;^- •,• • y — ^ = f*«i' 

Z — C = flUf, 

Eine Ebene ^ = o beliebig durch diese Normale gelegt, schnei- 
det die gegebene Oberfläche u = o in einem Normalschnitte 
des Punktes p auf ihr. Der Normalschnitt der Oberfläche ist da- 
her gegeben durch die beiden Gleichungen: 

(15) U ^=: 0, A= 0, 
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Diese beiden Gleichungen ersetzen wir zur Aufrechlhaltung 
der Symmetrie durch drei Gleichungen mit der einen unabhängigen 
Variabein /: 

(16) ^^=nt). y=9[i). ^ = tMr 

indem wir die Function x=^f(l) beliebig wählen, die beiden an- 
deren aber y = 9(<), z = 'p(t) uns, nach Substitution von x=f{t) 
in die Gleichungen (15) gesetzt, aus ihnen berechnet vorstellen. 

Dieses vorausgesetzt, sind nun die Coordinaten eines dem 
Punkte p unendlich nahen Punktes q auf dem Normalschnitt: 

q) . . .X + xdt, y + ydi, z + z'dt, 
und demnach: 

(17) (a: — a)x + (y — h)y + (z — c)z = 

die Gleichung der Ebene, welche im Punkte p senkrecht steht 
auf der Verbindungslinie pq der beiden Punkte p und q, das ist 
der Normalebene des Normalschniltes im Punkte p. In ihr liegt 
die Normale (14) der Oberfläche , weil sie ebenfalls eine Normal- 
ebene der Oberfläche im Punkte p ist; was auch daraus erhellet, 
dass sich die Gleichung (17) zusammensetzen lässt aus den Glei- 
chungen (14) der Normale, da man durch Diflerentiation der in 
/ identischen Gleichung ti :^ hat: 

(18) u^' + w,y' -f u^z' = 0. 

Die Gleichung der Normalebene (17) des Normalschnittes (16) 
geht über in die Gleichung der Normalebene desselben Normal- 
schnittes im Punkte q, wenn man setzt i '\- di Ixir t: 

(x'^'dl'-a)(x+x'dt)My+Udl---b){y+y'dt)+{z+z^ 

und wenn man entwickelt mit Vernachlässigung der zweiten Po- 
tenz von d(, in: 

{{x^a)x+{y^b)y+{z-c)z'} 

+ {x'+y'+ z'+{x—a)x''+{j/—b)y''+{z-c)z'}dt==^. 

Sowohl in der Ebene (i7) als in der Ebene (19) liegt der Krum- 
mungsmittelpunkt des Normalschniltes. Denn die beiden Ebenen 
schneiden die Ebene des Normalschnittes in zwei geraden Linien, 
welche zwei auf einander folgende unendlich nahe Normalen des 
Normalscbnittes sind. Zieht man daher die Gleichung (l7) von 
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der Gleichung (id) ab, so erhält man die Gleichung einer 
Ebene: 

(20) X' + y' + z'+ {x ^ a)x' + [y - b)y" + (z-c)/' = o, 

i/velche ebenfalls durch den Krummungsmittelpunkt des Normal- 
schnittes geht. 

Wir haben nun die Ebene (20) und die Normale (14) der 
Oberfläche, welche beide durch den Krummungsmittelpunkt des 
Normalschnittes gehen. Der Schnittpunkt beider wird der Krüm- 
mungsmittelpunkt des Normalschnittes sein. Um ihn zu bestim- 
men hat man seine Goordinaten a, b, c zugleich mit dem Werthe 
von II aus den vier Gleichungen (20) und (14) zu berechnen. 

Substituiren wir zu diesem Zwecke (14) in (20), so erhal- 
ten wir; 

f* = >#— i 77—, ~7r» 

und wenn wir diesen Werth von (i substituiren in (14), so geben 
jene Gleichungen die Goordinaten a, 6, c des Mittelpunktes der 
Krümmung des Normalschnittes. 

Dem angegebenen Werthe von u werden wir jedoch eine 
andere, leichter aufzufassende Gestalt geben mit Zuziehung der 
Gleichung, welche wir durch zweufnalige Differentiation der in i 
^identischen Gleichung ti = erhalten. Bezeichnen wir zu diesem 
Zwecke mit u^^, t/oi» u^, . . . die zweiten partiellen DilTerential- 
quotienten der Function u nach den Variabein x, y, z genommen, 
und , um weiter abzukürzen , mit <p (x, y, z) den Ausdruck : 

(21) g>{x, y, «') — w«/p'*+ "ny *+ w«2^''+ 2w,2yV+2«,o^V-f-2Moia:y, 

so erhalten wir durch zweimalige Differentiation der Gleichung 
M = nach i\ 

(22) ^>{x, y, z) + u^" + M,y" + u^z = o, 

und daher den Werth von ft: 

** T— ? — t — t: — 

als einen Ausdruck der Goordinaten xdl^ ydi, zdi des Punk- 
tes q in dem rechtwinkUgen parallelen Goordinatensyst^n , des- 
sen Ursprung im Punkte p liegt. Bezeichnen wir daher mit 
a, /9, ^^ die Cosinus der Winkel, welche die Tangente />y des 



348 Achtundzwanzigsle Vorlesung. 

Nörmalschnittes im Punkte p mit den Coordinatenaxeii bildet, so 

haben wir: 

(23) II -^ -T-V-l- 

Setzen wir diesen Werth von (i in (14) ein, quadriren die 
einzelnen Gleichungen und addiren sie, so erhalten wir das Qua- 
drat des Krümmungsradius r des Normaischnitles und daraus: 

Diese Formel giebt die Krümmungsradien sämmtlicher Nor- 
malschnitte der gegebenen Oberfläche a = o in dem Punkte p 
derselben, wenn die Tangente pq in der T^ngentenebene der 
Oberfläche sich um den Punkt p beliebig dreht. 

Um eine Vorstellung zu bekommen von dem Wachsen und 
Abnehmen der Krümmungsradien der verschiedenen Normal- 
sehnitte der Oberfläche in dem Punkte p tragen wir die Quadrat- 
wurzel des Krümmungsradius als gerade Linie auf die Tangente 
des Normalschnittes vom Punkte p aus auf. Der Endpunkt ^, der 
geraden Linie habe in dem rechtwinkligen Coordinatensystem 
mit dem Ursprung p die Coordinaten Xt, yt,Z\* Alsdann ist: 

ar^-^ B=^^ v_-ii-. 

Setzen wir diese Werthe von a, /?, ^^ in die Gleichung (24), 
so erhalten wir: 

(25) 9>(-^i, yi, 2i) — KW + Mi' + ««') = 0, 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung mit dem Mittel- 
punkte p, auf welcher der Punkt qt liegt. Da aber der Punkt qt 
überdies noch in der Tangentenebene der Oberfläche w = o liegt,* 
so hat man ferner: 

(26) M^l + «1^1 + «j«! = 0, 

die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Oberfläche (25) 
gehenden Ebene. Der Schnitt dieser Ebene (26) und der Ober- 
fläche zweiter Ordnung (25), ein Kegelschnitt, ist der geometri- 
sche Ort des Punktes q^. 

Man braucht daher nur die Halbmesser dieses Kegelschnittes 
zu kennen, um die Krümmungsradien der Normatschnitte der 
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gegebenen Oberfläche u =z o zu bestimmen. Denn die Quadrate 
der Halbmesser sind eben die Längep der Krümmungsradien der 
Normalschnitte, für welche die Halbmesser Tangenten sind. 

Diese Bemerkung kann dazu dienen, Sätze über Halbmesser 
eines Kegelschnittes in Sätze über Krümmungsradien der Normal- 
schnitte einer Oberfläche in einem gegebenen Punkte derselben 
zu übertragen. 

So wissen wir zum Beispiel aus der fünfundzwanzigsten Vor- 
lesung, ,, dass die Summe der reciproken Quadrate zweier auf 
einander senkrecht stehenden Halbmesser eines Kegelschnittes 
eine constante Grösse ist", woraus unmittelbar der Satz hervor- 
geht: 

Die Summe der reciproken Krümmungsradien 
zweier auf einander in einem gegebenen Punkte einer 
Oberfläche senkrecht stehenden Normalschnitte ist 
eine constante Grösse. 

Denken wir uns ferner den durch (25) und (26) gegebenen^ 
Kegelschnitt auf die Hauptaxen desselben bezogen: 

? + ?-' = "' 

so bezeichnen r^ und r, die Krümmungsradien derjenigen Nor- 
malschnitte, deren Tangenten .in die Hauptaxen des Kegelschnit- 
tes fallen. Ist nun r der Krümmungsradius irgend eines ande*- 
ren Normalschnittes, der mit den genannten beiden auf einander 
senkrecht stehenden Normalschnitten die Winkel a und ß bildet, 
so ist der diesem Krümmungsradius entsprechende Halbmesser 
des Kegelschnittes gleich j^r, und daher di€ senkrechten Pro- 
jeetiouen des im Punkt« x, y des Kegelschnittes endigenden Halb- 
messers auf die Hauptaxen des Kegelschnittes: 

o: = j/r . cos a , y = ]/r . cos ß. 

Setzen wir aber diese Werthe von x und y in die Gleichung des 
Kegelschnittes, so erhatten wir die Relation vonEuler zwischen 
den drei Krümmungsradien der Normalschnitte der Oberfläche: 

(27) 5??!f^+cj?5!^-i = 0." 

Wir werden jetzt den Krümmnngsmittelpunkt und den Krum- 
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mungsradius eines schiefen aber ebenen, durch den Punkt p ge- 
henden, Schnittes der Oberfläche u = o bestimmen. 

Wii* können , ohne den schiefen Schnitt zu beschränken, 
annehmen , dass derselbe durch den vorhin bezeichneten Punkt q 
gehe. Denn der Normälschnitt der Oberfläche lässt sich um die 
Normale der Oberfläche so drehen, dass der Punkt q desselben 
in den schiefen Schnitt fallt. Wir bringen diese beiden Schnitte 
der Oberfläche mit einander in Verbindung, um den Krümmungs- 
radius des einen durch den anderen auszudrücken. 

Wenn nun Ai = o die Gleichung der, die Oberfläche u = o 
in schiefer Richtung schneidenden. Ebene ist, so haben wir für 
den schiefen Schnitt die Gleichungen: 

(28) . . . M = o, Ai = o, 

welche wir uns durch drei Gleichungen von der Form (16) mit 
der unabhängigen Variabein t der Art ersetzt denken, dass durch 
Substitution der Werthe von x, y, z in die beiden Gleichungen 

(28) diesen Gleichungen identisch in / genügt wird. 

Die Normalebene des Normalschnittes im Punkte p: 

(29) . . . . {x — a)x + {y — h)y + {z — c)z = o 

ist zuglei<3h die Normalebene des schiefen Schnittes in demsel- 
ben Punkte, weil die gerade Linie pq gemeinschaftliche Tan- 
gente ist. 

Aus der angegebenen Gleichung der Normalebene (29) des 
schiefen Sclmittes im Punkte p erhalten wir die Gleichung der 
Normalebene dessdben Schnittes im Punkte q, wenn mr für / 
setzen i +di, wodurch die Gleichung überseht in: 

{[x — a)x+{y — h)y + {z — c)z} 

(30) . . . ' ■ 

+ {oo^'¥u^+ «''+ {x—a)x'¥ {X'-hy+ (2-c)z"} dt = o. 

Beide Normalebenen gehen durch den Krümmungsmittel- 
punkt des schiefen Schnittes, weil sie die Ebene des schiefen 
Schnittes in zwei unendlich nahen auf einander folgenden Nor- 
malen schneiden. Die Diflerenz beider Gleichungen : 

(31) . . . x*+y^+ z'+ {x - a)x'+ (y- b)y'+ {z — c)z' = o 
ist daher die Gleichung einer Ebene, welche durch den Krüna- 
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mungsmiitelpunkt des schiefen Schnittes geht, ihr haben deshalb 
die Coordinaten a, b, c des Krummungsmittelpunktes jenes Schnittes 
zu genügen. 

Wenn wir mit A, By C die Cosinus der Winkel bezeichnen, wel- 
che die im Punkte p in der Ebene des schiefen Schnittes liegende 
Normale dieses Schnittes mit den Goordinatenaxen bildet, so ha- 
ben wir die Gleichungen der Normale: 

X — a = qJ, 

(32) y—b = (^. 

z — c = qC. 

Da auf ihr der gesuchte Krümmungsmittelpunkt liegt, so haben 
wir aus den vier Gleichungen (31) und (3*2) die Werthe von 
a,b,c,Q, die Goordinaten des Krümmungsmittelpunktes und den 
Krümmungsradius des schiefen Schnittes, zu berechnen. 

Die Substitutionen von (32) in (31) geben den gesuchten Werth 
des Krümmungsradius : 

_ a:'« + y'« + z2_ 
^~ Ax^+W'+Cz' 

Um diesen Ausdruck weiter zu transformiren, wollen wir an- 
nehmen, dass die Gleichung ^i =^ o der Schnittebene in der 
Normalform gegeben sei : A^ = cc^x -J- /3,y + y,z — ö^ — - o. Als- 
dann haben wir folgende drei Gleichungen: 

Ax + By + Cz = 0, 

u^' + u^y + u^z =0, 

welche der Rettie nach ausdrücken, dass die Tangente des schiefen 
Schnittes im Punkte p senkrecht steht auf der Normale (32), auf der 
Normale der Oberfläche und auf der Normale der die Oberfläche 
schneidenden Ebene A^ = o. Da alle drei Gleichungen zugleich 
stattfinden , so lassen sich zwei Facloren m und n bestimmen der 
Gestalt, dass man hat: 

A c= mw^,+«w, , 

B= mu^+nß^, 
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Setzen wir diese Werthe von A, B, C in den angegebenen Aus- 
druck des Krümmungsradius q ein, und bemerken, dass man hat; 

welche Gleichung aus der in i identischen Gleichung : 

A = a|ar+ ß,y + yjZ — d, = o 
durch zweimalige Differentiation gewonnen wird, so erhalten wir: 

a.'« + y« + z'« 
m{u^ +u^y +u^z ) 

oder mit Rücksicht auf (23^ 

^—^^1 + yl+il, 

Q = j—f ? TT» 

oder endlich mit Rücksicht auf (23) und der ihr vorhergehenden 

Gleichung: 

1 

9 ~ 



mfp(tt,ß,y) 



Es bleibt noch übrig , den Werth von m in dieser Gleichung 
zu bestimmen. Zu diesem Zwecke multipliciren wir obige drei Glei- 
chungen , in welche die Factorfen m und n eingeführt wurden , re- 
spective mit A, B, C und addiren, wobei der Factor von n ver- 
schwindet, und erhalten: 

1 = m{uoA + UiB + u^C), 

Da aber der cos (rg) des Winkels, den der Krümmungsradius r mit 

dem Krümmungsradius g bildet, ist: 

cos (ro) = «0-4 + «!^+«»^ 
cos (rg) _ y(u,^+u,^ + u,^y 

so haben wir: 

1 



m 



= cos (rp) K(V + «,* + «.'). 



Setzen wir endlich diesen Werth für — in den zuletzt angege- 
benen Werth des Krümmungsradius g und vergleichen letzteren 
mit (24), so erhalten wir: 

(33) 9 = r cos (rg). 

Da nun der Neigungswinkel der beiden Krümmungsradien zu- 
gleich der Neigungswinkel der Ebene des Normalschnittes und der 
Ebene des schiefen Schnittes ist, so drückt die Gleichung (33) den 
Satz aus: 
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Die senkrechte Projection des Krüinnningsmittel- 
punktes eines Normalschnittes in einem gegebenen 
Punkte einer Oberfläche auf einen schiefen Schnitt 
der Oberfläche, der dieselbe Tangente in dem gege- 
benen P.unkte hat als der Normalschnitt, ist der Krüm- 
mungsmittelpunkt des schiefen Schnittes. 



Neiinundzwanzigste iErorlegtmg, 
Krümmungscurven der Oberflächen. 



Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Quadrat- 
wurzel aus dem Krümmungsradius eines beliebigen Normalschnit- 
tes einer gegebenen Oberfläche n = o in einem gegebenen Punkte 
p derselben als denjenigen Halbmesser des durch die Gleichun- 
gen (25) und (26): 

(1) 9{^> y, z) — VW + «1* + ««'] =- o, 

(2) . . V u^ + u^y + u^z = o 

gegebenen Kegelschnittes dargestellt, der den N<»*malschmtt in 
dem gegebenen Punkte p berührt. Diese Darstellungsweise haben 
wir dazu benutzt, um Sätze über Halbmesser eines Kegelschnit- 
tes auf Krümmungsradien der Normalschnitte einer Oberfläche 
in einem gegebenen Punkte derselben zu übertragen. Der be- 
deutendste Satz über die Halbmesser eines Kegelschnittes ist der, 
„dass die Maxima oder Minima der Halbmesser eines Kegelschnit- 
tes die halben Hauptaxen desselben sind und dass diese auf ein- 
ander senkrecht stehen." üeber tragen wir diesen Satz nach dem 
angegebenen Prinzipe auf die Krümmungsradien der Normalschnitte, 
so geht daraus der Satz hervor: 

Die Normalschnitte einer Oberfläche in einem 
gegebenen Punkte derselben, deren Krümmungsra- 
dien Maxima oder Minima sind, stehen auf einander 
senkrecht. 

Hesse, Analyl. Gcomelr. 23 
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Wir werden diesen, in der Theorie der Oberflächen wichtig- 
sten, Satz noch besonders l)e\veisen mit Hülfe der Regeln für die 
Herleitung der Maxinia und Minima der Functionen, wie sie die 
Differentialrechnung lehrt. 

Zu diesem Zwecke suchen wir das Maximum oder Minimum 
des in der vorhergehenden Vorlesung in (24) ausgedrückten Krüm- 
mungsradius r des Normalschnittes: 

Da der Zähler dieses Ausdruckes eine Constante ist, die nur 
abhängt von der Lage des unveränderlichen Punktes p auf der 
gegebenen Oberfläche, so wird r ein Maximum oder Minimum 
nur wenn q> (or, /5, y) ein Minimum oder Maximum wird. Es han- 
delt sich also darum, die Function (p {a, ß, y) der variabein Cosi- 
nus of, ß, y der Tangente des Normalschnittes zu einem Minimum 
oder Maximum zu machen, während zwischen den genannten 
Cosinus die beiden Bedingungsgleichungen bestehen: 

(4) «« + /S» + y« - 1 = , 

(5) Wo« + «1/5 + Wjy = 0. 

Um diese Aufgabe zu lösen, schreibt die Differentialrechnung 
vor, aus der gegebenen Function und aus den, respective mit — - X 
und 1\L multiplicirten , linken Theilen der beiden Bedingimgsglei- 
chungen den Ausdruck zu bilden: 

(6) <;p(«, jS, y) - A(«* + j5« + / - j) + 2/.(«„a + u,ß + u,y) , 

und das Minimum oder Maximum dieses Ausdruckes so zu be- 
stimmen , als ob sowohl or, ß, y als auch X und ^ von einander 
unabhängige Variable wären. Die Werthe der Variabein, welche 
die componirte Function (6) zu einem Minimum oder Maximum 
machen , machen dann auch die Function 9> (a, ß, y) unter den 
Bedingungen (4) und (5) zu einem Minimum oder Maximum. 

Setzen wir nun; um das Minimum oder Maximum der Fun'^- 
tion (6) nach den bekannten Regeln festzustellen, die partiellen 
Differentialquotienten der Function (6) nach den 5 Variabein ge- 
nommen gleich o, so erhallen wir die Gleichungen: 



(7) 
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9p'(a) — 2Aa + 2(iu^ = o, 
q>\ß) -- nß + 2iiu, = 0, 
(f'iy) — 2iy + 2fit/, ---^ o, 

Wo« + W|/5 + Mjy = 0, 
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und die Gleichung (4j, \^ eiche zur Bestimmung der Werthe der 
5 Variabeln dienen. 

Entwickein wir das in Beziehung auf die Unbekannten a, ß, y, pi 
lineare homogene System Gleichungen (7) : 



(8) 



("oo — ^)« + *^oiß + «aty + Mof* = 0, 

«1«« + («11 — ^)ß + «i.y + Mii» = o, 

««0« + ^tiß + («»« — A)y + «jf* = 0, 

«0« + «i/5 + u^y = o, 



und eliminiren die genannten Unbekannten, so erhalten wir die 
in k quadratische Gleichung: 



(9) 



«fO» «II — A» «1«, «I 

«20, «.I» «2«— A, M, 



«0» 



«I, 



«2 



= O, 



welche den Beweis liefert, dass die Krümmungsradien der Nor- 
malschnittc zwei Maxima oder Minima haben. 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung drücken sich nun so- 
gleich die Maxima oder Minima der Krümmungsradien der Nor- 
malschnitte aus. Denn multipliciren wir die drei ersten Gieichun- 
^en f7) respective mit a, ß, y und addiren , so erhalten wir mit 
Rwekmhl auf die letzte Gleichung: 

g>(a, /?, y) — A = 0, 
und daher aus (3) das Maximum oder Minimum des Krümmungs- 



_ VW^-nf^-u,^) 



(10) 



Hat man den Werth einer Wurzel X der quadratischen Glei- 
chung (9) ermittelt und damit zugleich das Maximum oder Mini- 

23* 
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mum des Krümmungsradius (lo) bestimmt, so erhält man aus den 
drei ersten Gleichungen (8) in linearer Weise die Verhältnisse 
—,—, ~ der Cosinus der Winkel, welche die Tangente des, dem 

fJL fl fl 

Maximum oder Minimum des Krümmungsradius entsprechenden, 
Normalschnittes mit den Coordiuatenaxen bildet, und die Glei- 
chung (4) giebt die Cosinus selbst. 

Um die Lage der beiden Normalschnitte zu einander, welche 
dem Maximum oder Minimum des Krümmungsradius entsprechen, 
zu ermitteln, wollen wir annehmen, dass Aj und A, die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung (9) seien. Der ersten Wiu'zel mögen 
die Werthe «i, j?,, y,, fij, der zweiten die Werthe cc^,ßi,yt,(h 
von (x,ß,y,(i entsprechen, welche deshalb in (7) eingesetzt die- 
sen Gleichungen genügen: 

g)'(ai) — 2X1«! + 2fiiMo = 0, q)'{a^) — 2A,cf, -f 2fi,«o = 0, 

9'(ft) — 2A,/3, + 2^iW, = 0, g)'(ft) - 2X,ß^ + 2/i,tii = 0, 

9>'(yi) — 2X,yi + 2^iM2 = 0, 9?'(y,) — 2A,y, + ^^u^ = 0, 

Wo«! + «1/^1 + "271 ^-■= 0, u^cc^ -{- w,/3j + u^y^ = 0. 

Multipliciren wir nun die drei ersten Gleichungen des ersten 
Systemes respective mit ««, /5j,y2 und addiren, multipliciren wir 
ferner die drei ersten Gleichungen des zweiten Systemes respec- 
tive mit of, , /Jj , yi und addiren , so erhalten wir mit Rücksicht 
auf die unbenutzt gelassenen Gleichungen: 

«.<)P>i) + ft<)P'(/5,) + 7,9{yi) = 2X,(«,«, + ß,ß, + y,y,y 

«i9>2) + ßi¥[ß^) + yMyz) = 2^t(«,«2 + ft A + y,yj. 

Ziehen wir endlich diese beiden Gleichungen, deren linke Theile 
einander gleich sind, von einander ab, so erhalten wir: 

= iK-K) («,«^2+ ßA + yiyJ- 

Da nun der erste Factor des rechten Theiles dieser Gleichung 
nicht verschwinden kann, weil A, und A, verschiedene Wurzeln 
der quadratischen Gleichung (9) sind, so hat man die Gleichung: 

(»2) «,«, + ß^ß^ + y^y^ = 0. 

Aus der geometrischen Interpretation dieser Gleichung geht 
eben der oben angeführte Satz hervor. 
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Die NormalschniUe einer Oberfläche in einem gegebenea 
Punkte derselben, deren Krfunniungsradien Maxiina oder Minima 
süid, nennt man Hauptschnitte der Oberfläche in dem gege- 
benen Punkte. Auf Grund dieser Definition lässt sich der ange- 
gebene Satz auch so ausdrücken: 

Die Hauptschnitte einer Oberfläche in einem ge- 
gebenen Punkte derselben stehen auf einander senk- 
recht. 

Aus den Bedingungsgleichungen (7j für die Cosinus <»,ß,y 
der Winkel, welche die Tangenten der Hauptschnitte mit den 
Coordinatenaxen bilden, gehen durch EUmination von A und ^ die 
Gleichungen hervor: 



(13) 



tto, «1, w. 



= 0, 



(14) Wo« + w,/5 -(- w^ = 0, 

welchen jene Cosinus ebenfalls genügen müssen. 

Die erste von diesen Gleichungen stellt, wenn man a,ß,y 
als die Coordinaten eines Punktes betrachtet in einem Coordiua- 
tensystem, dessen Anfangspunkt der Punkt p ist, einen Kegel 
zweiter Ordnung dar mit der Spitze in p, in, welchem die Tan- 
genten der Hauptschnitte liegen. Die zweite Gleichung ist die 
Gleichung der Tangentenebene der Oberfläche im Punkte p. Es 
schneidet daher die El)ene den Kegel in den beiden auf einander 
senkrecht stehenden Tangenten der Hauptschnitte in dem Punkte p. 

Aiif diese Bemerkung gestützt werden wir nun die Bedin- 
gungen für eine Curve auf der gegebenen Oberfläche m = o ent- 
wickeln, deren Tangenten sämmtlich Tangenten der Hauptschnitte 
der Oberflache sind. 

Es sei p irgend ein Punkt dieser Curve, dessen Coordinaten: 

p) . . . X, y, z 

wir als zu bestimmende Functionen der einzigen unabhängigen 
. Variabein i betrachten. Die Coordinaten eines diesem Punkte un- 
endlich nahen Punktes q auf der Curve seien in dieser Vorausse* 
tzung: 

gr) . . . X + xdi, y -f- ydt, z + zdt. 
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Die Differenzen: 

dx — xdi, dy = y'dl, dz = zdi 

sind dann die Coordinaten des Punktes q in einem Coordinaten- 
syslem, dessen Ursprung im Punkte p liegt. Da nun dieser Punkt 
auf der Tangente des HauplschniUes im Punkte p liegen soll, so 
muss die Gleichung (l3) erfüllt werden, wenn man in ihr für 
«, /5, y setzt dx, dy,dz. Man hat daher die Differentialgleichung: 



(13) 



«0» «1» «t j 

dx, dy, dz = ^ 

fp(dx), <p'{dy), q){dz) \ 



als Bedingung für die gesuchte Curve. 

Krümmungscurve einer Oberfläche wird diejenige Curve 
auf der Oberfläche genannt, deren Tangenten sämmüich Tangen- 
ten der Hauptschnitte der Oberfläche sind. Ist demnach m = o 
die Gleichung einer gegebenen Oberfläche , so ist die Gleichung 
(15) in Verbindung mit der Gleichung der gegebenen Oberfläche 
die Differentialgleichung der Krümmungscurve auf ihr. 

Man erhält die Gleichung einer Oberfläche, welche die ge- 
gebene Oberfläche in ihrer Krümmungscurve schneidet, wenn 
man die Differentialgleichung der Krümmungscurve mit Benutzung 
der Gleichung der gegebenen Oberfläche integrirt. Da die Inte- 
gralgleichung aber eine willkürlibhe Constante mit sich führt, so 
giebt es unendlich viele Krümmungscurven einer gegebenen Ober- 
fläche. 

Die Differentialgleichung (I5J der Krümmungscurve ist zwar 
von der ersten Ordnung, jedoch von dem zweiten Grade. Des- 
halb hat man zwei Systeme Krümmungscurven auf einer gegebe- 
nen Oberfläche, deren Hauptcharakter aus ihrer Construction durch 
die Tangenten der Hauptschnitte erkennbar ist. Denn betrachten 
wir die beiden Krümmungscurven, welche durch einen beliebig 
auf der gegebenen Oberfläche gewählten Punkt gehen, so ist die 
Tangente der einen Krümmungscurve die Tangente des einen 
Hauptschnittes ^ und die Tangente der anderen Krümmungscurve 
ist die Tangente des anderen Hauptschnittes. Da diese Tangen- 
ten aber auf einander senkrecht stehen, so haben wir den Satz: 
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Die Rrümmungscnrven einer Oberfläche sind 
zweifacher Art. Die einen schneiden die anderen 
senkrecht. 

Deshalb wird eine Oberfläche in ihrer ganzen Ausdehnung 
durch die stetige Aufeinanderfolge der beiden Arten Krünomungs- 
curven auf ihr in unendlich kleine Rechtecke zertheilt. 

Wenn die Oberfläche z%veiter Ordnung ist, so lässt sich die 
Integration der Diflerentialgleichung ihrer Krümmungscurven wirk- 
lich durchfuhren. Wir werden im Folgenden diese Integration 
ausfuhren, um die in der zweiundzwanzigsten Vorlesung gegebene 
Definition der Krümmungscurven auf Oberflächen zweiter Ord- 
nung mit der allgemeinen auf Oberflächen überhaupt in Ueber- 
eiostimmung zu bringen. 

Vertauschen wir in dieser Absicht die Buchstaben .r , y , z 
mit den Buchstaben ßo,ßi,ßi, und nehmen an, dass die gege- 
bene Oberfläche u = o ein Ellipsoid sei : 



Po* 



«0 + ^0 «1 + ^0 «^ + ^0 



1 = 0, 



so wird die durch 4 dividirle Diflerentialgleichung (l5) der Krüm- 
mungscurven auf demselben: 

ßo 



«0 + ^0 ' 


«i + io' 


«J + ^O 


dß,. 


dß,, 


dßt 


«„+1"«' 




dß, 
«t + ^o 



= 0, 



eine Gleichung, welche, nach (45) der zweiundzwanzigsten Vorle- 
sung durch eUiptische Coordinaten ausgedrückt, übergeht in: 

Da nun A'^ eine gegebene constante Grösse ist, so ist dAo = o, 
und die zuletzt angegebene Diflerentialgleichung reducirt sich auf: 

dX^dk^ = 0, 

welche integrirt giebt: 

X^ = C^ oder X^ = V^, 

Dieses sind aber die Gleichungen der mit dem gegebenen Eliip-' 
seid confocalen Oberflächen zweiter Ordnung, welche das Ellip- 
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soid nach der erweiterten Definition der Krümmun^urven auf 
Oberflächen in den Krümraungscurven schneiden. In gleicher 
Weise führt die Differentialgleichung der Krümmungscurven auf 
einem der beiden Hyperboloide, ausgedrückt durch elliptische Co- 
ordinalen ^nd integrirt, auf die mit ihnen confocaleu Oberflächen. 
Wir können daher mit Recht die Krümmungscurven auf Ober» 
flächen zweiter Ordnung, wie in der zweiundzwanzigsten Vorle- 
sung geschehen ist, als die Schnittcurven confocaler Oberflächen 
zweiter Ordnung erklären. 



Monge nennt Krümmungscurven auf einer gegebenen Ober- 
fläche die stetige Anfeinanderfolge von Punkten, für welche die 
unendlich nahen Normalen der Oberfläche sich schneiden. Wir 
werden durch den Calcul nachweisen, dass diese Art Curven 
mit den in dem Vorhergehenden definirten Krümmungscurven 
zusammenfallen. 

Wenn wir mit a:, y, z die Coordinaten eines Punktes p auf 
der g/Bgebenen Oberfläche u = o bezeichnen, so haben wir die 
Gleichungen der Normale in diesem Punkte: 

(16) y — b = (lu,, 

Z — C = (lU^, 

Setzen wir in diesen Gleichungen für x, y, z die Coordinaten 
X + dx, y + dy, z + dz eines dem Punkte p unendlich nahe 
liegenden Punktes q der Oberfläche, so werden die Gleichungen 
der Normale in dem Punkte q: ^ 

X + dx — a = v{u^ + -du^), 

(17) y + dy -^ b = v{u, + du,), 

z + dz — c = v(Mj -(• du^), 

wenn wir annehmen, dass durch jene Substitution ft in v über- 
gehe. • 

Sollen sich diese beiden Normalen schneiden, so müssen ge- 
wisse Werthe von a, b, c den beiden Systemen Gleichungen zu 
gleicher Zeit genügen. Zieht man daher unter der Voraussetzung, 
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dass a, bt c diese Werthe haben, dass erste Systeni Gleichungen 
von dem zweiten ab, so erhält man die Bedingungsgleichuugen 
für den Punkt q: 

dx + (f4 — •')»«o — vdu = 0y 
<^ + (f* — ")«, — vdM, = o, 
rfz + (^ — v)ut — yd», = o, 

aus welchen durch Elimination der Unbekannten 0* — v) und — v 
die Differentialgleichung der Curven von Monge hervorgeht: 



(18) . . 



»0» «1, «, 

dx, dy, dz 
du^, du^, du^ 



0. 



Bemerkt man aber, dass mit Vernachlässigung der höheren Po- 
tenzen von dx, dy, dz ist: 

(19) ... dti, = u,^dx + u,,dy + u.^dz == 49)'(<fy), 

se sieht man, dass die Differentialgleichung (15) der Krümmungs- 
curven imt der IHfferentialgleichung (18) der Curven von Monge 
vollliominen übereinstimmt. 



3^ • Drcissigste Vorlesung. 

Dreissigste Vorlesung. 
Das Theorem von Dupin. 



In der vorhergehenden Vorlesung haben wir durch den Calcul 
nachgewiesen, dass sich die drei Systeme confocaler Oberflachen zwe- 
ier Ordnung in ihren Krünimungscurven schneiden. Diese drei Sy- 
steme Oberflächen zweiter Ordnung schneiden sich senkrecht. Die 
Erörterung der Frage, ob diese drei Systeme Oberflächen zwei- 
ter Ordnung sich in ihren Krümmungscurven schneiden , weil 
sie sich senkrecht schneiden, und die Erweiterung der Frage 
auf allgemeine Oberflächen führt zu dem Theorem von Dupin: 

Wenn drei Systeme Oberflächen so beschaffen 
sind, dass durch jeden Punkt des Raumes eine Ober- 
fläche aus Jedem der drei Systeme hindurchgeht, 
und wenn sich jene drei durch den beliebigen Punkt 
des Raumes gelegten Oberflächen imn^er senkrecht 
schneiden, so schneiden sich die drei Systeme Ober- 
flächen gegenseitig in ihren Krümmungscurven. 

Aus diesem Tliaorem folgt dann ohne Weiteres, dass die 
drei Systeme omifocaler Oberflächen zweiter Ordnung ^cfa gegen- 
seitig in ihren Krümmungscurven schneiden, weil sie sich senk- 
recht schneiden. 

Wir werden die Bedingungen des Theoremes analytisch fest- 
stellen, hierauf aus den Bedingungen weitere Folgerungen ziehen 
und letztere dazu benutzen, um das Theorem selbst zu beweisen. 

Ein System Oberflächen ist im Allgemeinen durch eine Glei- 
chung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes und 
einer willkürlichen Constante gegeben. Diese Gleichung können 
wir uns nach der willkürlichen Constante aufgelöset denken, und 
demnach annehmen, dass die drei Systeme Oberflächen durch 
ihre Gleichungen in der aufgelösten Form gegeben seien: 

(I) M === A^ v = k\ w = r, 

indem wir unter u, v, m irgend welche Functionen der Coordina- 
ten X, y, z verstehen und unter A®, l\ l!' willkürliche Constanten. 
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In dieser Voraussetzung sind die Bedingungen des Theoremes : 

(2) WoMoH- w,«, + w,ti,= o, 

wenn wir mit »o. tij, «^ . . . die partiellen DifTerentialquotienten 
der Functionen u , , . nach den Variabein x,y, z bezeichnen. 

Es sind diese Gleichungen identische Gleichungen» weil sie aus- 
drucken, dass die Normalen der drei durch einen beliebigen Punkt 
des Raumes gehenden Oberflächen in diesem Punkte auf einander 
senkrecht stehen. Man kann daher jede von diesen Gleichungen 
partiell nach einer der Variabein dilTerenziren , wodurch man wie- 
der identische Gleichungen erhält. 

Aus der ersten von diesen Gleichungen geht, wenn man mit 
"xX» ^nl> ^%X ^^^ zweiten partiellen Differentialquotienten der Func- 
tionen II, r, w bezeichnet , folgendes Systeijn hervor : 

{Vw^o + «'iü«'i + ^to^t) + (w'oot^o + «'loVi + fv^v^) = o, 

(«^01 ^0 + ^n ^\ + «^«1 «^2) + Kl »0 + ^n^i + ^ti^t) = 0, 

Zwei andere Systeme Gleichungen erhält man auf gleiche Weise 
durch Differentiation der zweiten und dritten Gleichung (2). 

Um diese drei Systeme identischer Gleichungen in einer über- 
sichtlichen Form darzustellen, fuhren wir nach der Analogie von 
(:2l) der achtundzwanzigsten Vorlesung die Bezeichnungen ein: 

(.^) t(^c,«i.«2) = »ooV+t'ii«j*+^2V+2v,ja,aj+2v2oajöo-f2f;o,a^^ 

2(00» «1, ««)=«'ooV+«'n«i'+«'22«2*+2w,jaiaj-f2w^ajao+2Woi«o«i» 

mit deren Hülfe wir Jene drei Systeme identischer Gleichungen nach 
Multiplication mit dem Factor 2 also darstellen : 
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'^'M + xM = 0, 

z'(«o) + VM — 0, 
Xi^t) + 9>'{^t) = 0, 

9>>i)+*'(«i) = o» 

Wir fähren ferner, um abzukürzen, die Bezeichnungen ein: 

0(v, tv) = »0^ K) + t^i^Vi) + ^«9>'W, 
(3) ^(w,m) = Wot'W + «^it'(w.) + «',if;'(M,), 

Z(M,t;) =Mox'W + Wj;i:>,) + ti,x>2), 
wobei zu bemerken ist, dass: 

(6) '0{v, w) == 0{fv, v), W[w, u) = W[u, w), X{u, v) = X{v, u). 
Ans den Gleichungen (4) setzen wir nun folgende zusammen: 

W{w, u) + X{v, u) = 0, 
(7) X(u,v) + 0{m,v) = a, 

0{V, w) + ^{UjW) = 0. 

Die erste von diesen Gleichungen erhält man nämlich, wenn man 
die drei Gleichungen des ersten Systemes (4) der Reihe nach 
mit Mp, Mj, w, multiplicirt und addirt und so weiter. 

Addirt man zwei von diesen Gleichungen und zieht die dritte 
ab, so erhält man: 
(8) . . . . 0{v,w) = 0, W{w, u) = 0, X{u, v) = 0. 

Diese drei Gleichungen zugleich mit den drei Bedingimgs- 
gleichungen (2) des oben angegebenen Theoremes werden nun dazu 
dienen dasselbe zu beweisen. 

Den Beweis des Theoremes werden wir in der Welse fähren, 
dass wir zeigen, wie die Gleichungen: 
(9) u = k\ V = l\ 
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welcheden Gleichungen (-2) und deshalb den Gleichungen (h) genügen, 
auch der^DilTerentialgletchung (l5) in der vorhergehenden Vorle- 
sung der KrummuDgscurve der ersten Oberfläche u =1^ genügen. 
Wenn wir demnach mit IC den Ausdruck bezeichnen: 



(10) ir = 



W.I, «1, Mt 

dx, dy, dz 

(p\dx), g>{dy), q>{dz) 

der entwickelt die Gestalt annimmt : 

(I I) K=:{u^dz—u^y)q>{dx)M^t'^ — Ui^z)q>{dy)^{u^dy-—u^dx)fp\dz), 

so werden wir nachzuweisen haben, dass unter Voraussetzung der 
angeführten Gleichungen (9), (2) und (8) dieser Ausdruck K ver- 
schwindet. 

DifTerenziren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (9) , so 
erhalten wir: 

Ufidx + tt,rfy + titdz = 0, 

VQdx + Vidy + v^dz = o, 
zwei Gleichungen, welche, mit den beiden ersten Gleichungen (2): 

VqWq + »jWj + t;,Wj = 
verglichen, beweisen, dass dx : dy i dz ^=^ w^: w^: w^ oder dass: 
dx = Xwq, dy = Xwj, dz = Xw,. 
Setzen wir die Werthe in den Ausdruck (11), so erhalten wir: 

Bestimmen wir endlich die Verhälthisse von v^: v^: v^ aus 
der ersten und letzten Gleichung (2), oder mit Einführung eines 
unbestimmten Factors ft jene Grössen seihst: 

K 
und setzen diese Werthe in den zuletzt gegebenen Ausdruck für ^ 

ein, so wird auf Grund der Bezeichnungen (ö): 

(12) IC = (ik^0iv,w]. 

Da aber nach (8) <P(r, w) verschwindet, so verschwindet auch IC. 
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Wir geben schliesslich noch einen zweiten Beweis des Dupin- 
sehen Theoremes gestützt auf Coordinatentransformation^ 

Wir gehen wieder von den drei Systemen Oberflächen (i) aus, 
welche den Bedingungen (2) des Theoremes genügen , woraus die 
Gleichungen (8) eine unmittelbare Folge sind. Wir betrachten aber 
in den Gleichungen (l) die willkürlichen Constanten l^, X\ X" als 
die Coordinaten desjenigen Punktes , im Räume , dem die recht- 
winkligen Coordinaten X, y, z durch die Gleichungen (i) entspre- 
chen, und stellen den Ausdruck (10) iT, der gleich o gesetzt, die 
Differentialgleichung der Krümmungscurve der gegebenen Ober- 
fläche w = XMst, als eine Function der Coordinaten A®, X', X" und 
ihrer Dfflerentialen rf^, rfA', dX' dar. Wenn wir diesen so trans- 
fonnirten Ausdruck K gleich o setzen, so erhalten wir die Differen- 
tialgleichung der Krümmungscurven auf der gegebenen Oberfläche 
in einer integrirbaren Form , und können daraus die Gleichungen 
der Oberflächen selbst ableiten, welche die gegebene Oberfläche 
in ihren Krümmungscurven schneidet. Es wird sich dann zei- 
gen, dass die hergeleiteten Oberflächen gerade diejenigen sind, 
die durch die Gleichungen v = X' und w = X" mit den willkür- 
lichen Constanten l! und X!' analytisch ausgedrückt werden. 

Die drei Gleichungen (l) geben nach den rechtwinkligen Coor- 
dinaten aufgelöset die Werthe derselben als Functionen von 
il°, X\ X'\ Difl'erenziren wir diese Gleichungen, um auch die Dif- 
ferentialquotienten der rechtwinkligen Coordinaten auszudrücken, 
so erhalten wir: 

u^dx + u^dy + u^dz =z dl^, 

(13) Vf^dx 4- v^dy + v^dz = dk\ 

tv^x + fv^dy +• tv^dz = dX". 

Dieses System von linearen Gleichungen haben wir nach 
dx, dy, dz aufzulösen. Wir behaupten, dass die aufgelösten Glei- 
chungen folgende sind: 



(14) 





1 dl' 


. dX" 
+ «-0 «^' 


dy= »,-1/ 




4- „, ''^' 


. dl« 

dz = «, -^ 


. dl' 


. dx- 
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wenn wir, um abzukürzen, setzen: 

ü =^ uo' + u* + «,«, 
(IS) V =v,' + V,' + v,\ 

Denn setzt man die Werthe von dx, dy, dz aus (14) in (13) ein, und 
vergleicht auf beiden Seiten der Gleichungen die CoeilQcienten von 
dl^, dl\ rfX", so erhält man neun Bedingungsgleichuugen, von wel- 
chen drei von selber erfüllt werden, während die sechs anderen 
mit den Gleichungen (2) übereinstimmen. 

Um nun die Determinante (10) IC mit Hülfe von (14) leichter zu 
transforrairen , bilden wir die Determinante D: 



(16) 2> = 






und stellen das fvoAuctlCD beider Determinanten als eine Determi- 
nante dar, welche mit Rücksicht auf (lo), (|3) und (-2) die Gestalt 
erhält: 



KD= 



U, 0,0, 

dk\ dk\ dl", 

dx 9'("o) + dy <3p'(mi) dx <p'(t;„) -J- dy <3p'(»i) dx (pXwq) +dy q>'(wi) 

+ dz qp '(wg), + dz q>'Mj -^dz 9(^2) 



oder kürzer 

(17) U 



dk\ . dr 

dx <p'(t;o)+ dy qp'(», )+ dz (p\vi) , dx tp'{wo) + dy 9'(w,)+ dz q>\wi) 



Multipliciren wir , um dieses Product weiter zu vereinfachen , die 
Gleichungen (14) der Reihe nach mit 9>'(wo)> 9{f^i)f 9^(^«)» oder mit 
^'{^b)f 9(^1) » 9^ («'i) , un<l addiren , so erhalten wir auf Grund der 
Gleichungen (8) und mit Rücksicht auf die Bezeichnungen (5) : 

d.vg>\v,) + dy<p'{v,) + dzq>\v,) = ^^dl'+'^^dk\ 
dxg> iw^) +dyq> {w^} + dzq>{w,) = j^-di + -^-^ dl'', 
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wodurch der Ausdruck (17) übergeht in : 

dl\ dl" 



KDz=zU 
oder: 



(/ 



w 



u 



(,8) KI) = uf^-^^ rfA'jr+ \0{u,w)dX'-0[u,v)dl']dl\ 

Hiernach geht die Differentialgleichung K ^= o der Krum- 
mungscurven der Oberflächen u = X®, für welche A® eine Con- 
stante ist, über in: 



(19) 



dl' dl" = o. 



welche Gleichung integrirt giebt l' oder X" gleich einer willkür- 
lichen Constanten. 
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